DESI'RE METODE DE TIF NEWTOX PEXNTRU ECUATH
ALLINIARE

il
1. CUIHI AN

na considerim spaliile Banach & 51 Y, @ o submulfime deschisd din
X el Pl = Voun operator nelindar. Presupunem ci P{x) admite derivata
['(x) in sens Fréchet tn .,  inchideres unei submultimi deschise a lui
2 Inipoteza cd existil operatornl invers Pz} = [P'{x) |7, x50, pentrn
rezalvarca ecuafiel Mixp 0 putem aplica procedeuol iterativ a lui XNewton

Tupg = Ty — J.::_I_:*-:. !-I[:"-n-]: e l;'l_I .I_, El i
KXol nu ne vorm ocupe ot acest proceden i cu procedee -iterative pe care
le vom numi de tip Newton, de forma
:I"T.l = gy '1'” r:ll:lll:ll: I'||:|. n I.-:I. .I.r '2_. PR S
unde M« este iin operator definit pe Lk, cu valori Tn [V=X] — mulfimea
operatarilor liniar ¢ marpinifi care transfermid spatinl ¥ in X, Tenreme
de convergentd a metodelor de tip Wewton citre solutia ecuatiel operagio-
nale Mx] =0 a dat J. E. Dennis je. in 71, 271 Tn aceastd lucrare wom
da teoreme similare celor din (1,2, evitind presupunerile referitoare la
existenta derivalel gecunde P () in sens Frechet a operatiel #{x).
TBOREMA 1. Prespunenc {ndepfingle condifiiie:
(1] Penfry orice o202, M{x] exisdd si |[M(x]) | = N,

re

(2} pentri drice 5%, " =0, P'(x) esle Boschitiand, adicd
Pa'l) — B (2 |l K& — 27, K find o constontd,
(3) existd un x =10, astfel ca 0= ||Pix)]] = .

() [ — Px) M) || =2 & <2 1, orfeara ar i ¢ {2,351 T find operafia
Ldendicd,
F




-::r}r:i‘l.,__r—l_‘”“ N R R e

v oam

{8 sfera S{xg, rl= 1%,

13

fr aceste mud!f.ir' ceatin Play = O are cel pujin o solufte o5, cdire
cove comverge siend {xni odat de x. £, —Mix,) Ple,). x* & 5(x,, #) tar
rapidiiaten convermenfes este datd de relalia

e — = a”.
Dresepsleadis. 54 punem
N =" g =H, ap =, (7
LEL Ty A
Na-1 = B Ea fiy = ﬁ = Myli Hajn P = &4 (1 &) :f

Din expresia lui =, se vede cd 0 - &, =7 1. Vom arfita prin inductie cf in
ipotezele noastre  lermenii frolni e} aparfin  sferei  S{x,r) ‘s ca
|| Pxa)]] = 7a pentra orice 4. Folesindu-ne de relagia

Pix) ~ Plyl — Pl (=2t = T lle =¥ % ()

datd in [3] pemtru un operator care satisface (2], avem
[P = 1 Pl — Plaa — Plaa (r — 2 1 Pixad + P/l (1 — 3l | =

Py Pl iz #a)d1 - i:' f, Xt % || lr"l:_i’i:.-_.:l =
= Pixg) Miag) Fixg) || = E“K” - || F— B {=g) Mixg) || 1] Pizs)

Ht Hnt & j'||
fp.l_m=ndm—u-ﬂﬁ=ﬂm -

La
dx

Presupunem  acom cd | P{x,:] o Ty XSS (xe] pentru Rk, fam wo#

demonstram ¢l | P{x, ) || = Mngy 5 Kepr & %0, ¥]. Me serivim tot de (8]
[P 0l = [ P(%eys) — Plea) — Pz (Xeii — ,1;,,],| + || P(x,)
L P{x Mgy — m) ] = [P, — Pz M{z) Blxa)l| 4+ - R
= T — ji'(;l-"] M{xH] - “p['j_-h:,ln % H’-.r- B &m i _ﬁ't-g:'f__i_=

Tx I:H L (1 Ly I'::] = Tn % LI

Azadar pentra orice & avem

||.I"a'|::?l:',|:ll Co |'-i
MMail avem :

H=aﬂuaﬁ{a4p_mkna“,

'Iﬂ = :I:]"l '\-'.-_. i a "-'.-. l:{j e Ay
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In comtinuare oblinem

2 o - kg1 A
Maal = Ty % = Taoy Mgl O = .- T M Eely .- B T T @t L]

» #
:IIIE-]_ = | = | Xajy T Ku + e T .|'Tl i 't:u“ e B ET;; = H'ﬁUE:L: =

J= Aml}
- Hza P o 1 iy
1—;!..“ ! o TR <
relatie care aratd o x,. ., & S(x, *
54 ardtim ci sirol {,] este un gir Cauchy
J.ul_h1 kw1 kw1l *--1.
% en — Tyl = B L'-: Ty Fij E Mo &, = B""-n[ * Llf"‘ﬂ]:
1 = = =l
201 ~a) ¥
)
arhica ;
: P | ety L (1
L= =

Tnegalitatea (11) aratd, avind 0 < x <1, ci sirul {x,} cste un §ir
Cawchy si X fiind spatiu Banach el are o limitd «*,
Drach in {11) facem #-+o2, obfinem

oy = 2¥f = et e 0 3 30

=i in slirsit de ajei pentru k= {} obfinem cd x* & 5 (5, ) . Mai trebuic
ariitat ¢ Pzt = 0. Din (% 5i {10) avem

"ul::t:ﬂ] =:..-. 'Il;ll = T;l]- e ::u ﬂ #:i ”P |::TII:|i o | IJ |:"“-t:| qa

=

adicd Plx¥) =0

(Mservafia 7. Conditia (4) a teoremel | s poate slibi cerind indepli-
nitea of nu pentiy orice x = L, ol numai pentru x, &= S{x,,7), date de metoda
iterativd x.,, = %, — M{x.) P{z,]. :

Vom aplicn acum teorema | in cazul sistemelor de conafii neliniare,
reznltind astlel o teoremd de convergentd pentru sisteme. ie f (x], « — 1,
2 ..., m funciii reale de m variabile reale. Ludm X =Y = R® R find
mulfimea namerelor reale s

£ !"'_lrll:‘il.- i S
3 T

¥ "1 = B=, Plx) = "l,ral: b Rl o 5 - R
LBy 7 S TR B/
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Congiderdm urmitosres malrice diagonald

3. o o e
i 7/l :
A L Py ]
Afx) TP o
o 0 Aol
ﬂn_.rnu:l

unde 12, f;(x) este derivata parliala a funciiei filx) in raport cen £, Aceastd
matrice poate fi consideratd cu un operator definit pe B en valord in B
Luind Af(x! = Afx), meteda de tip Newton pentru sistemul de  ectafii
Hlx=0.3=1 2 ... m va avea forma

Epig = ¥y — Alxe) Pl =# | o S

H
ande x, este vectorul coloand cu slementele £, 5 ..., 5, = R
reoREMA 2. Presupuncem fndeplindds conditiile (2), (3) 58 omad presupn-

Retw of Hairicea -

(Dofilz) Dy fils) oo -2 D fi{a)y
P",:':,::] -”1 J'rzli:l::' I‘Iu ..'r'e[-x] B '”w.-ipi["':]

'.I}L_.'r“{'t.:l |I'_;I= IIr“I:-J;:] x ", L IIFjlr-r.-'r'-l.'l-r:L'I

AFE z:-i-.:::.ri:-'.jfl-r-::-;.i o dragoiala styiot doimiranld, adicd Henlric orice -'i"-Eﬂ" ot
aFice J wl W, aQUeRR

S (s — DR = | D, s

I w aceste condijsi deed existd wn nwmdr b == 0 asifel ca |12, fix)] = & penirn orice
xeQui=102.., mylareloc (5) 5 (6) cu B = % . aduned are e (1) 5 (4)
pentrn M (x) - Alx), aficd conclwriile feovewied T 5e menfin fentrs sistomud
§ ¢ AfE i S SRR 8 ;

Demonsiralic. B cuficient =i atitim cd pentro orice ¥ = L, avermn

AR = B = L si | = Px) & (#)f] = B 12

In adevar

1A {=)]] = max | = il
a

v | B: fitw | 7T b

s B



o™ 1 a0

Tracd 1 este matricea unitate din B®, obfinem

r 0} L filx) Iy s Y fxi
Lrg fulx) Iag =) Dy el %]
h II] _-'-:.:-::' -!::LJ'J':*': 'I'Ir".lral.'*:I
T T 3 —d L) R e PR L |
P A = =500 Dy fyia) Do fl?)
ll}j__rn:-::' 'Iji_r.ﬂ':-*:' 1y Yol 560 s ()
1 ‘UJ .-r-li-::l I, #9l %) By %] ¥
Luind acum & = | I (£} & {x) — [||, reznltd
ol T | 1 =
B o amax [ 2=t — 1) — max |— ‘,_'—| { A Fh | | =
e ; L'j'_.r_ﬂll: Tt | I-'_|?-.I‘_.|'_,..: |Ei | L R Y ]. ...l:. .l
1 :
< iR = e =k
ARG |—”‘I fil=) it

Asadar teorema este demuonstrata,

Ohservafio 2. Deficienta teoremelor | sl 2 este aceen cd asipuriis nuomai
o convergentd lindard (adicd aceea a unel pf ogresii geometrice), pe cind pentm
metoda 1ei Newton accastd teoremd asigurd o convergentd de ordin SUPeTioT
Aceastd deficientd va i temediatd de teorema urmdtoarc. In prealabit
vom repeta o definigie dsti fo lucrarea [1].

Tiefinitie Considerdm girud {x.} In spafinl Bawach X, conuargent
citre x* = A, :

Dok cxistd wn sumir real §i porifiv p si o conslantd € =0 asifel

liin ¥ - 22
Az | Fn — t""'I"’I :

atunei spunem od sirel {%,) este convergent de ordinud p, qar [ se aumeple
constunie asimpiolicd @ erarii, :

Fvident in cazul unei metode iterative vorbim despre ordinul de con-
virpentd ul -'_‘.ii'l'l-lhli de mumete care delimmiteazd eroatea.

TUOREMA 3. Presupuncm Iadeplinie eondipiile {1}, (2), {3} g dncd
(4.2) pentrn funciio & (8] = [ — Fx) Mix) || avem 8(x,) = 1 §¢ fentru
b=l 2] sirgd {x,) daf de X = Ta— Mix,) Plx.) este astfel cd

By = B0 wnde 8, = Bixzd).

(5.2} i B g
; 1 5,

Eanl =

(B.2) S(xa, 1 C By ande r'= o1 1 30 a9 )55 2 = Bu k(1 5

aZa



In aceste ipofese girul [x,} converge cafre o &5 5 {x, ) Px*) 0 s
[ixa — x®|| = By B Al g (12}

Nesionsirafie 3¢ procedeaza ca @ la teotema 2 din (1], Introduccm
urmiioarele notalii
ot

fin
T T ||!i'.,= .‘E. Ty = &y, N@q] = '?]n.ﬂ-n.ji. == ; . " LT 3n I Il] o Er'-l T

Exact ca la teorema | folosindu-ne de {B) se aratd cd
b R Pkt P S, (13
pentro wrice x, & L,
Pentru namerele a, 5¢ ohtin, avind in vedere (4.2) inegalititfile
oy g Rt Pt R
Cu ajotoral inegalitifii =, < ,;:ﬁ"' se demonsireazdl prin inducfie matcma-
ticd relafis

n 4

I off el (14)
Lotk
Trmeazi de aici ci
Tin T i | S R i S e T
m—-L L | . L 1.
S PR P PR |G e Y i B (15}
il §au s

Aritim acum ci termenii ginulei (2.} apartin sferei 5 (x,, #7)

[i%y = zgll = [| — M=) Plx0)!] = B = Bﬂql ".;12?‘ I_ﬂl =

adicl - x; = S{x,r).
Presupunind o x, & S(x,;. v’} pentro & =2 #. obtinem din  (13)

Wiy = %ol = BY, qy=Brg + B Y, my < By + By 3 2 =i g
L ] e |

g ]

< Bt 5w )=y, (16)

ceen ce aratd of x,., S 5%, ¢
ITI conlifEate avem

% ha-l Atd-] ) ;
Il B 2 By B - U= By T

1 H axm T
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eare arati cd siml {1} este sir Cauchy 31 Tn ipotezele noastre convergent
citre un element 17, :
Liin (16) se obfine ci s*e2S5{x,. #'), lar din (17) pentru k—=0 avem

Fpe ¥ = B ¥ a2 =1 i By B T -1 e =
] =U

e . T
- Rl 2%~ i 1074 e P e
By JE:,‘ | s By R | g U
Titima incgalitate este tocmai relagia (12) de demonstrat, Ca gila teorema 1
s arati ci t* este solutie a ecuajiel Plx] =0
Consecinpa 1. In ipotezele teoremei 3 sirul crorilor delimitatoare ale

metodel iterative X,y = x.— Mix ) Hlx,), adicd giral on termenul genetal

i b=g A = ! r
Hi= Br,--l =T T esle ennvergent (citre zero) de ordinud #,

Tntr-adevar avern

hm _’.r'l_._-' 0
Hin |

ko |i-'=n. oF ':'l:F T 1 II'J‘_!IH" Hpqp{:E pn—1_ t}#

LI __ﬂl =l !.i b ““"“I-.'t F'ﬁua’ﬂ_l' : {

Consecinia 2. 54 presupunem cd M(x) — I'j[»] este inversul la dreaptn
a operatoralui F'(x), adich Px) [{x) — J, [ fiind operatia identicd 21
cih T',lx) existdh pentru orice x < Ly, | |[I#)]] = 5.

Theasemenea presupunem indeplinite condifiile (2} gi {3} i inca

(5.3) : k= Bin < £,
: bl e
i6.4) Sixe #) € 2, unde - BRYS(5) -
WD 5
In aceste ipoteze metoda iterativd hﬁl = xp — DU (x,) P[x,) converge citre
£l

un clement x* & 5ix,, "), Fla*) =

X — X By & - (14}

Consecinta texultd imediat avind in vedere ca in aceste conditii se verificd
condifia (4.2) cu Azl =04 p — L, A
rrOREMA 4, Presupunem indeplinile condipiale (1), (20, (3, (4) &

(5.4) B=EE g
) &
g Fe ear ' H % [ & S
|:E_4:| -I-"':::l:.llI ¥ I C ElI:I H]’Edl" ¥ 5 | pmEa & H "_',]

a2s



Afunci operatoral Tylx) cvistd pentra orice & £ 1y 5 metoda tlerativd

Fary — ¥ — Uz Plza) on froenciud imifial xy definesle wn s de elemen-
de i Nlxg, ') comvergent edire x* & Sxg, ¢}, FaM) =10 5

§ .l: A L |
By __|. 'dJ

S

Demaonstrafia este imediata, Dix (4) nrmeazd pe baea unel cunoscute
teoreme i exiztd operatorul inwvers [F°(x) M(x)_ ! 51 norma sa cste

|Es —ix%|| =

[ #P7(x) < Mic)]~ = : : 2 Rezultd acum od pentru orice x4l existh s
opceratoral

b s ! K
MU LPaME] £ = D) si Tz )= 17
Aplicind acum consecinfa 2 oblinem afirmafiile teoremed 4.
Sublitiem fn incheiere cd teoremele expose nn asiguri in general
unicitaten .-sr_:-ll.l.]‘i-r-i ecuaticl FPlxy =1
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