DESPRE 00 GENERALIZARE A METODEI
LUI NEWTON —- KANTOROVICT

e
IULITY COROIAN

. I'mtroducere. B4 eansideriim spafiile Banach X, ¥V 51 un operator
neliniar P care ne duce de la X la ¥, mai precis P 0 = ¥, unde 0
este 0 mulfime deschizsd din X. :

Presupunem cd in mulfimen 2, — inchiderea unei submuliimi des-
chise m lui L), FP(x} admite derivata In sens Fréchet F'z), si ne inte-
reseazi solutiile ecunatied

P{x) = 0. (1
In acest scop si consideram metoda iterativii
'.t:‘l+1 = 't:‘l i EWH{#;!]P{.'E.:IP N = '}.l I: 2| Py |:E:|

in care M0, - .H?' Xj. If_l[':l’, X) fiind spatiul Banach al operatorilot

liniari g continui definifi pe ¥ cu valod in X, dar {A,} este un sir
de tumere reale care Indeplineste condiiile :

D L, Ay =y =2 .., inf. 0, =2 =0

Dacid, =1, um(, 1, 2, ... atunci (2) este chiar metoda de tip Newton
gonsideratd {n [1], [2]. Cazol in care 2, =1, M{x,} = [P'{x)]-, n=
=0, 1, 2, ..., ne di cunozcuta metodi a lui Newton-Eantorovic,
iar daed {A,} este un §ir co proprietafile amintite si Mix,) = [P'(z)] L
atunci obfinem o generalizare 1 metodel Newton-Eantorovici, studiatd
tn [4].

2. Inlucrarea de fa}idh vom da condifii suficiente pentru convergenta
girului {x,} furnizat de procedenl iterativ ‘}2,1 citre solufia ecuatiel ncli-
niare I,'ltj, condifii care extind condifiile date in [1], [2], [4], pentru
caznl metodei iterative (2.

TEOREMA 1, Presupunem indeplindie condifiile

1° |IM(z)|| = B, ¥z & 0,
2% Az, & Ly aga e 0-< ||P(xy)]| =
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3 |Pm) = Pyl = Lils — 3", O < y = 1, L me comstantd,

4% | — wPizIMix)|| = <= 1. Wree, n=0 1,2, ...
{ = operatoru identic,

EI;-r_L,u&r

TR

5% h,m= = 1+ ¥,

6% S(x,. ) = {x]||x — x|l = £} C Q,. unde

] Lo g tT
FIHJ e = Mg + (1 — &y}
I'_“l- |'|'T

Fn aceste condipis girwl {x,| converge cdifre o solwfie »* & (), & ecuakiés
(1), convergenfa fiind caraclerizatd de inegalifatea

L (3)
1 — aa

ﬂdmmtfﬂ;if.l Mersul demonstratici este asemdnditor cu demonstratia
_t‘em-eme:lil din [1], respectiv [2], numai ci in acest caz se obfin alte
elimitiri.

Introducem notatiile

;||]+‘I'

B Lot iy
,-::_=3._-|-|:].—J._,}I_: ., n=10 1,12 _..
k)

Vit = Taly W, =
1 = g

Io condifiile noastre se deduce e 0 < &, < 1, a, fiind o combinafie

il hady "
liniarh convexd a numerelor ;; si I
T
- La primul pas vom ardta e |[[P(x )] = %, 5 5, & S{z,, r] pentru
otice s =0, 1,2 ... #=0,1, 2 .... In acest scop se obfin direct
inegrlitifile
:’-ﬂ}ﬂ‘l}al}"'f t‘]
Tmgd = Tally == Tale®y ... &, < faastl, {5

Apol avem
Hay — zg)| = || — %M (%) Plzl] = XoBny < Iil_ﬁ—'ill -,

adicd ;1:1 = 5(%q, ¥).
Folosind apoi inegalitatea

[[P{=) — Py} — (3= — 3} =

Fi

o 8)
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dati in [5], obtinem
IIP(x)|| = [IP{z.) — P{xy) — P(zg{xy — x|l + ||P{xy)} +

Fo o P"ji}{.ﬂl_x'}“ -'l:ﬁ"';“w— 1QM[IH]P{::Q}H11.F e
FIP(%) ~ AP () M () Pl =

: Hl-‘l"l'L.Flﬂl-‘l-'l'

& T I — AP MU - [P =

L
q;m[h. B ng) 2

} = Holly = ¥y.

Presupunem acom of [|Plg)|| = o 5, & Sz, r) pentru orice §,& = on
i i demonstrim i aceastd proprctate sc pistreazd pentru f = u 4 1
gohk=n+1

Servindu-ne din nou de inegalitatea (6) obtinem
P(#e i = [[P{xgsa) — Pl — Py, — 2l + [|1P(x +

+ Ple(Ean — &l < oIl = WM P()IIHT +

+ I — WP )M (=] [ P{x}]| =

B.H-T-[!:-'-r i B 1l+':'
- == oot l 3 s |
= AT e BT Taly = T, ! Ao {1 - -"u:."m = pty = Yuti-

Cu inegalitatea (5) se obfine

st — Zoll = dnBte + .- + AoBny = nfagm =

< RoBng o mpum S (1 — gghl) o DT

I — m, - iy
adich x,,, =& Sz, 7).
In continuare avem:
”-‘1-1-:: e -*-H = }'-.-+::|—1B"'J-+il—;|. + ii 4 B e

A4f—1 LR | 1 L
= 2B f\f: 11;{1..,51],[ aﬁ-gu&].
=" =1
adici
%0rs — %l < 222 (1 — afyad. @

Aceasti relafie arati cdl girul (z,} este un gir fundamental de elemente
in sfera S(x,, r). Din faptul ci 5(x,, r) © 0, Q, fiind o mulfime inchisd
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iar X un spatin complet, rezultd cd sl {z,} ecste convergent ciitre
un x¥* E_ﬂ,,. g
DHn (7] pentid p = oo se objine inegalitatea (3).
Pentmi a arita cd 2% este solufie a conatied (1) observEm cé

25| =2 7 <= wo2g =0,
i eum norma este o funcfie continui si 1a fel Plx), fiind diferengiabil
in sems Uréchet, obfinem

IP{M = 1P| = O,

de nnde rezultdi c8 Px*) = 0.
Teorema cste complet demonstrati.

Observapie 1. L‘nndi};ia 4% a teoremmel 1, cea mai tare de altfel s-gr
potea ameliora, cerind Indeplinirea ei no pentty orice 2 g 0, ci numai
peotru termendi sirulei {x,} dati de iteratin (2). '

Observafia 2. Teorema 1 ne asigurd numaei de o convergentd de ordi-
nul 1 a metodei {2). Se poate da si in acest caz o teoremd. similard
teoremed 2 din [1, 2] In care se asigurl o convergen(d de ordin super-
Tior.

F. 85i considerim acum pentru ecuaiia (1) metods iterativi,

By = %, — k(21 P(x,), =101, 2, ..., (8]
in care
Dl = [Pe)] Y dar 0= A, s 1 siinf 3, =2 =0,

sirnl {3} [ind nu neapirat monoton.
Vam s in cazol acestel metode o teoremd similardl teoremei 1 din (4],
in eare se cviti presupunerle referitoare la existenta si mirginirea in
normd o derivatel PY(x) in sens Fréchet,
TLROREMA 2. Dacd sint sefisffeuwle condifiile

o) AT(xad = (P(x,) 170 si [ID{xa)]] == Bo,

B (|0 () P2 =2 n

e ||[PT{x) — Pip]| == £ |l — ||, E = constantd, pentru orics

nre S{xllr 3"]- = E'ﬂl{n

1
d) hy= Byln, = i

atunel girwd {x ) det de procedesl dierativ (8] comverge coftre un element
x#% =5 Srg r). x% oste soluffe a ecuafied (1), 5i are loc delimitares

1
I—?.+EZ!.'#,

15, — x%|| = 2", wnde g = e TR 18
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Demonstratia se face in modul obiznuit atilizat la demonstratea teorermel
de convergentd a metodel Ini Newton, de catre L. V. EKantorovicd in
[3] si anume la primul pas sc aratd c& toate condifiile a), b), o), d}
se pistreazd pentru elementele x;, =, .... furoizate de (8). In adevir

Avemn
l#s — ®oll = Ratiue
|E(xa) — Pzl = L2y — %l = Ldone
IT{x o) [P (g} — P M| =2 Bplhome = Hodp < 1.

De aici pe baza unel hine cunoscute teoreme, regultd cd existd  operatornl

invers

H= {I — D{x)[P'{xg} — Pz},

unde I este operatorol idemtic din spapinl X, s

|| = ——-
1 — Mgy,

Prin verificare directi se obtine

Uw} = HD(xg) 5t Tl = i = By

Se mai obtine apol delimitares

1
I — R+ = M54,

N P =& ——m ——— =
| |: il..l' { 'I:]l Lo = i LY kT
sl apod
o i-"“"*‘ 1
by = Biln, = m;"‘ g TR, PR g

Prin inductie matematicd se aratd ugor o condifiile a), b), ¢, d) se

menfin pentru orce =, # =0, 1, Z, ..., adicd

B
TINE; - B ™= .,
| { rll-l.”li A+l 1 — taka
L
{2+ 5 3l
I]-' P | . — -y
| {5'5;+1:| f—’::-+1:||.'f' e j1 e 5

1 t ]
1= pg4 = 2hy

By = Bl = 2 hy = By

ik (1 — !

o

(10)

(11)

{13)
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Pentru a arfita cf {x} esté un gir fundamental vom considera fumchia
reald ]

Fig e b VISE E{gj 1]
: 7
Printr-un calenl simplu se verifick e Fif) = 2 =i avem
Ay = Flby)n, — F Ry g 1)t g (13)
Cu egalitated (13) obfinem

HI"I+F'_ 'tn-” = ||=:H+F = 'T!I+.|!—J. ” + ... + ”'t-u-:: e :1:-” =
= A+ <o+ Mt p—1 Natpois

1 %nip = %all = FlbJnn — Flhy, purs < Flh)n, = 2.

Din relatia {11} rezulty

IO s % e ok e WK
i i - Gt 3 ; = {7
(L1 3o iy Lo 1— A, = T
gl aplicind repetat aceastii inegalitate se ghsegte
L T
In sfirsit avem _
s — ¥all = 2, q® {14)

Cum 0 < g < 1 ultima inegalitate arati ci siral {x,} este fondamental,
jar din completitodinea spatinlui X rernltd ci existd x* — lim %

Pentr # — oo din (14) obfinem (9}, far de aici pentru » = 0 rezultd
cli = = Sz, r). o )
Pentru a arita ¢ Px*) = 0 observim of

~ = = < oo gi [|P{r)]] < +om

S

decarcce P'(x,] este un operator liniar, inversul aperatoruloi (%) mér-
ginit In normé,

Atunei din egalitatea evidents

|' —i Pz %y — x.,ﬁl' = ||P(x)l.

pentru # — oc e obiine Px*) = 0.
Observatia 3. 5i in cazul metodei iterative (8) =& poate da o tecremi

similard co teotema 2 din [4], care ne asignrdi de o convergenjd de
ordinn] 2,
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0N A CENERALIZATION OF KEWTON - EKANTOROVITCH METHOD

Ahstroct

Tt Is comsddered the fterativ metlad [2), whers P ; ==} id & o8 — loear operator,
X, Y, are Banach spaces, it i3 &0 open subset of X, M @ {i, =+ LY, X), £, ia the cloaing
of on open subset of 3, L{Y, X} Is the spoce of loear boinded operators which tronsforms
Y ioto X and {5} 8 & real numbers sequence

B gl =g . inBy=iz0

Mo, =1, =01, 2 ..., (2) glven the Newton -Ldke iswthods which wos considered in
[2] aod [1].

: 1I E.:I:r.r 1,e—i, 1, 2 ... aod Misg) = [Pl ! da the inverse of the depivalive
in Fréchet's sense of Pls), (Z] gves the well koewn Newton-Esalosovitch’s iivethod  which
wak oooddersd in [3], [47.

The paper gives the aulllclent conditions for the convergenes of the method [2) towards
the solution of $he equation (1).



