U FROPRIETATE A MULTIMILOK DE PUNCTE INN PLAN
il

ALUKLEL 1ibAYNOVTICIN

Inind date mulfimile de puncte dintrun plan, mn toate colininre, wom
nely cu = clisa multimilor de puncte e puters z, Vom pota en (M)
g [ M) arile {tunghivrilor cu arty cea mad micd, respectiv ¢ea mad mare
ale cfiser virfurl spartin soltimii M

E

siM) = inl (4BC) o
(RS -

JAd

E(M) = ‘L-'ag]::- {4 BC)
e

Inralucem Fncd  notatifle -
) <
S

g, = =ip {1
R

Teorema 1. Numerele = cinl nenerative ftomas mict dect? wndlelen
(I T, i I,
Tearema 2. Muifimea de swmere o, esfe tolal ovdonatd de relifia
O, iy dack e« . 5

Teorema 3. =, este nul, dack o este wn wumar cardingl transfinit,

Demonstragie, Fie M & 2, 2 transifinit. Vom deosebi dooi CRZrl,
tdopd enmn diametrnl mulfimii M este finit sae no,

1. Davd diametmul muljimii M este finit, stunci ea are cel pufin nu
punct de acumulare, A Fie A4, ..., A ... on gir de puncte din Af,
{ g -vni A ..} © M, care tinde clitre A

lim A, —= 4.

LR
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Atunei ards ttunghiolni A 4. 04 ep: finde citre zero
lit I::.-"".'q,.'||_.|4h|f:| ﬂ-,

iR

deci =(M) = ),
fntrucit punctele muljitii M no sint toate coliniare, existé cel pufin
un trinnghi a cérui arde este difedtd de zero, dect S(M) = 0. Atunei:

afi =2 g

S
ol
sup o M) =ik
L]
2, Dawd dipeneb e egMammdi A ou egle Dol gluped, 4 fiind oo ponct
afbittar din M A = M, exista un sir de pancte A, ..., A, ... din 1T,

§4,, ..., A, ... }C M, astfel ca distanta d(4, A4,) s& tinda catre infinit ;
lim A4, 4,) — oo,

Ve dessebi din non doud cazuri:

a. Existd un suhgir H,, ..., 8, ...alsimoui A, ..., 4., ... astlel
ineit fncepind-de In un rang oarecare p, punctele O, Mg, ... siot sitoate
pe o dreaptd @, san sc apropie ssimptotic de dreapta @0 In acest caz, existd
dound puncte © = M, D e M ogsticl incit droeptele o 51 (O, ) 52 on fie
paralele, Atunc:

lim [CRE ) o,
deci S(M) = oo,

b W existd nici un subgis al giralul 4, ..., A, ... ¢u nroprietatea
cde Ta punciul a, T acest e, oricare or [ doed puncte B M, © = M,
AVEm :

lim (BCA,) = v,
deci H{M) — oo,

Deocarece, atit in caznl o ¢it 5i & 5(M) este finit, resnlid i o{M) =0
gloa, =0

Teoremn 4. Sired o, (2 — F 4, .. w0 esle wn gy weorescoior,
ofF berend foriling,

Demonsbrafie, B0 arilim cd g, 5 6.0 Coniorm definified lol 5., existi
it claza o 4 1 cel pudin o molime M astiel incit

S onotdm cn A, B, © & M, cele tred virlun ale tounghitlom (sai wle
unnia din triunghinrle dacd existd mal mulle) de arie waximd din
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M. Totrucit &« =3 o<1 2d, existd Dea M astfel ca D= 4, D= 23
D= Multimea N =M — ([} apartine clagei «, ¥ & o. Vom avea
0, 2 o{N]. Dar o(N] = a(M) = g.,.. Rezultd g, = @,

Oncare at [i numarul natural &, existd o moltime M de o puancte din
plan astfel incit s nn existe tref poncte caliniare, Atunci (M) =0, deci
@, = [,

Teorema 5. oy = g, = L.

Demonstrafie, 1, Pentru =, este evident.

2. Pentru oy este suficient s considerdm muljimes M e 4, Tormati
din cele patra vitlor ale unui patalelogram. Cele patm tounghive care se
poL Torma cu cele palti puncte Tuate cite trel, au toate adile cpale. Alvnc
s{ M) A, deci;

s{M) = 1, M4,

Addugind Ja aceasti relajie definitia i g, 4 teorema 1, w ubtine
&y =1

hservafie. Pentru o piistra proprietales de monotonie siruloi o,
:;lﬂ =44 ...om o) opentru a completa acest sin, vom pune prin
ciinitie |

oy = @y = L.

Tearema 6. o, -1’-?:—'-

Demonsiratie. Yom ariite mei inthi o existi o mulfime M & 5, astfel

ca alM} = ! 5-,_:_—l . iar apoi, o pentru odee altd multime N < 3, 5[V}

= o{M], Atunci o, = 1"'52_ 55

. ie ABC un triunghi carccare (fig, 1) ¢ AH in&lfimes acestoi
trinoghi, Fe Af! Jufm punctol M astfel ca:

AR YA — K

on T u
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Parzlels dusd prin M la BC se intersecteazd cu paralel adosi prin
£ila AC in K g1 co paralela dusf prin C la AH in D, Fie M —
{d, B, , D, E}, o si calcolim pe ol M), Vomnota BC = a, AF _ &
e obiine :
AM=2=V8; g ¥S-l, pp ¥EaL,

= &

De aici g din AR CD, EDY||BC, AC|BE rezulti:

BT e |
; e - A ak

2 4 !

[ACIY = (BCD) = (RCH)= (AEE)

(Appy = =0 AN ¥R =0 o,

2

dei [ADE] = [ARE) = {ACTY, de unde AT|BD, AD|CIE. De asernencs :

[ARC) = (ABD) . (BDE) - (CDL) — (ACT) — 204l :
Reanita
(M) = 1*'5.}_‘_’ sh, S(M} =%, miM) - sr.”' =¥ =1 ~oem03

2. Fie acvm o muljime arbitrarh N g 5 g1 AT trunghiul cun aria
taximd (san gl dintre ele, dacd sint mei multe| avind ca virfuri puncte
din N: AN, BN, CsXN. 54 constnim ca 14 punctul 1, punctele
Dy B (fig. 2). De asemenca, prin visfurile trinnghinlni ABC s ducem
paralele en laturile opuse, care se intersecteazd respectiv. in P, 4), T, iar
ptin D si F &i ducem respectiv paralelele LY si EG la AC si AB, Multi-
Mmea {4, B, L D, El=N'g35 s conform celor precedente  gyvem
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o) = -!".5.)—1. Mulfimea ¥ nun poate avea ni®l U0 piinet in extedorul
triunghinlui PQR fntrucit am presspus o {riunpghiol ABC are aria maximg,
De asemenea, dacé N confne un punet TV §n interiornl iriunghinlui ARC,
aturid  eel putin una din ariile (AR, (ACLY, (BCTY) ar fi mai mich
L ¥5— 1
Fr b
Pentm a putea avea ofN) = oiM}, celelalte dond puncle I¥ =W,
B =N moar putea i sitmate decit in interiprol trunghiutiler ARE,
BUPC, CQA. Fxisti“doud posibilitili: punctels I¥, B' s4 aparlind unuia
din aveste triunghinrd san =5 fie sitnate in doud trinnghiuti difenite.
Lacd punctele D', B’ aparjin ambele umnia din aceste triunghiug,
e cxempht Ini BTC sc arati imediat of in col mai Inin caz o[N) =
1 ¥R
i T T
28 analizdim W fine cazal fn carc punciele ¥, E° aparlin la dopd
trinnghinr dilerite, de exempln COA g ARRB, Dmed punctul 1Y eate
situat In intetivmul trapeenini AFDC, am aves

decit o treime din (ABC), deci am avea a(N) =

AT ang) - Bl ane), ainy o MDO VS
Din aceleasi considerente, dacd E' este interiar Ltapezuninl AGTG
avem o[N) = 1—:_ =
In efiegit, dacd T 51 B’ apartin tespeetiv triunghinrilor FOD s GRE
AVOML

r

(AD'FE) = (AD'F) = (ADE) = Y*—Liang),
epalituter avind loc numai daci TV, B coineid tespoctiv i Th, 1 deci:

ALE) | Y5 -

T[Nll Fo W_I ) )

Intrucit din analiza efectuats reziilbd cd oricare gr A N &85 avem
] ¥5 -1

al ™) = 1'-".____ i foexist: M= 5 astfel ca (M) = -

s ¥OIn avea

¥5-—1
oy = : :

Teoremun 7. =,

Dawmonstrafie, Vom proceda cn la teorema 6.

L. ACE fiind un triunghi carecare (fig. 3), paralelele duse prin virfarile
trinnghinlui la latutile opuse, formeazd triunghinl PQK s fie B, b, I
respectiv centrele de prentate ale ttiunghinrilor ARC, CPE, E}A, 53
considerim mulfimen M ={A, B, C, D, E, F! &6
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Be arati imediat cd avemn:
s(M) = (ABC) = (ABF) = (AEL) = (ECTY - (CDE) = (DEF) — ; 2(M),
[ABD) = {ABE] = (ACD) = (ACF] = (ADE)} = [ADF} — (BCE) =
= (BCF} = (EDE} = (BEF) = [CDF) — [CEF} — % (M),

S(M) = [ACE) — (BDY),
de unde

Suil gl =5 ;

2. Fie atum o mullime arbitrard ¥ &6 @ ACE trionghinl de atie
maximi (san unul dintre ele), avind ea vifurd poncte din ¥, A & M,
CeN, FE g N Construin e la punctul 1, triunghinl PR si punciele
B, Ib, F {lig. 3). Mulfimea N nu poate conjine nici un punct exterinr
triunghinlni PR, pentrst i, in acest caz, vontrar ipotezed, trinnghiul
ACE nu at pwvea ana maximi,

Dicd existd un punct B g N in intericrs] trinoghiulol ACE, san
daci wmul dintre trionghiurile ARC. CPE, EQA copline dowd  puncte

B'= N, IV & N, atunci se arati ca la teorema precedentii ef ais] = ;

My 1

GiM) =

redpectiv o{N) = : ;

B4 apalizim fo [ine caxal in care punctele P g X, s N, F e
it situate respectiv in interiorul {timnghintdlor ARC, CPE, FQA. 33
ducem prin B, I}, F respectiv paralelele GH, I, KL cu AC, CE, EA, Taci
unil din punctele BY, I¥, I" este situat respectiv in interiomal unwia din
trapezele AGHC, CITE, EKLA, atunci unuel din tdunghiurile ABC,
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CIVE, EF'A ar avea aria mal micd respectiv decit unul din triunghinrile
ABC, CDE, BEFA s am aves o) =< ;

Dacii B este in interiorul trinnghiului REH si D' in intedorul triun-
ghiului TDT avem :

(B'CD') = (BCD'} = (BCD),
deci

1
I >

Daca B', I, I¥* sint sitnate respectiv in intetiotul trinsghinrilor
BEI, DPJ, FOL (sou pe latvrile lor], s0 dueem pein B, TV, F' paralele
cu BB, TT), OF coare se intersecteani on 2egmentele BH, DT, FI, respectiv
in B, Dy, T, Vom avea:

(BDF’) = (B, Th, Fyl.

epulitaten putind avea loc numai dacd BY, IV, I coincid respechiv oo
B, Iy, F,. Avem Inci:

(B0, F) o= (B,INF) 2= (B DT) - (BTIF)
unde avem egalitate numai dacd F,, I, coincid respectiv en IV, Ih
Hesulta ci:
a. Daci D' este diferit de T, saw F' este diferit de V, san B’ diferit
de B, {adicd B o apatfine segmentului BH) vom aves
{(B''E") = (BDT) = {ADBC),
ceea co este imposibil, intrdeit am presupus o ABC este trionghinl de
arie maximd din X,
T Daci D' codncide va T, T coinedde oo F 31 BT este situat pe seg-
meninl BH, vom aves !
(LB = (OB,
ey
s iy ADEE . KR
wH - (AECE (ARG R
epalitatea avind lnc numal in cazul cind pusetels B si B oenineid.
Analog e analizeazd cazul cind B este situat in interioral trienghio-
i BRG.
Intrucit pentra orice N S6 avemn mlN) 1| z1oexistd M =6 asticl
1

|
ca slM] = —, vom aved @y .
I =5 ¥

hserpatie, Na este intimplator oi otit la teorema 6 cit gi la tcorema 7,
toate rerulatels obfinute sint independente atit in raport co forma triun-
ghinhn inigial considerat cit ¢ cw dimengiunile lui. Accastd independentd
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este datorati faptului cd raportul o dond arii ca de altfel, mai general,
roportul o dond lungimi cste un invariant afin,

Intrucit o afinitate este determinats de trefl perechi de poncte, dong
triunghiui sint fntotdeauna afin CEIET et T,

Bazali pe acepstd obsetvatie, puteam considera 13 teorema 8 ey triunghi
imfial, triunghinl NQR Jdin pettagonul regulat convex NPORS gl am fi
chfinut prin cotistructin ficeutd chiar pentagonul recdat ) la teorema 7,
Inind iriznghinl iniHal ACK echilateral, um fi ohiirmt hexagonnl regulat
conveX ABCDEF,

fri transformarea wfind efectuatd, cereurile cirenmsetise poligosnelor
repulale, se transforms in clipge, Rezultg cid pemlagonul ANCEE (Leurema
6) si hexagonul ABCDEF (teorema 7] sint inscriptbile in cite o elipsd.
Pentta pentagon rezultatul este banal, vhce Pentagon convex fiingd inserip-
tihil intr-o elipsd. Pentro hexpgon 2e poste demonstra gl direct A cate
msceiptibil intr-o eliped, al cfirei centry cste sitaat Ia intersectia diagona-
lelor AD, BE, CF.

Tenrema B, Ty = o w? == DV2ABUE, pmide & oon 0,443 exfe  rdddeinag
ctpringd dnbre ) 51 1 2 conatios of — o _ 02 4+ 1 =1k
Lhemonsivaiie, 1 ACL fiind un trinnghi natecare (fig. 1), po prefung-
e indllimil AH = &, constriim punesil K. agtlel ncil ;
KH - (I — gk
FParalelele duse poin C, 1 respectiv In ALY, AQ se intersectears e paralela
dusd prin K fu CF in D, F, Paralely doss prin 1» la AC se intessecteazd

cu pasalela dusa pin F ola AE i G opatalela dusi prin E ln AL se
intersecleazd oo paralely dusa prin € la AD fu 4. Fie 3 = {a, o, O Dy,
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E, F¥(}] &7 Din aseminarea trunghinrler LBC, FAF, CDP, unde L,
¥ 5inf:1¢51}mri1p intersectile petechilor de drepte CIY, BT, CF, AT} reznlti :

ppcFe peE

FACE

unde hf este inilimea din B a trinnghiului LRC, Din ascminafed trinnghiva
filor ACE g1 EEFL result’ FL = 1'-1':{1 - -‘-::I e

LC =4 -FQ, W =af2— ah

L S N L I £

1= |.-:I

— [

Vom aven
HACD] = CP . AK = FC[l -~ a)h,
S(BDE) — DE(h ~HE) = LC(R' | FE) = FC{—a® + «* = 2}k
= PC[] — =i,
decl
(ACT) = (LD,
Agemanitor se aratd of
(AEL) = [GDT).
THn aceste Jdoud relafil s din constrocii reznlta

(ABC) = (BCTY = [CDE) = (DET) — (EFG) = (I'GA) - (GAR] =

— L ED-JEK l (1 — a)hi- FC,
(ABT)) = (BLE] = (DEG) = (EGA} — (GAC) = [ACD) « (CDF) =
— (D3} = ([FGB) = (GBC) = (BCE) = [CEF) = (EFA]

= (FAB) : (1 — afk-VC,

AEPR) = (EIT)  [(BFC) = (ICG) = [CGDY = (GDA] = [DAE)
{ \ (FFL

= 1Fer - | 2 — apric,
(ACE) — (ECG) (RG] = (GBD) = (BDY) — (DFA) = (IAC) =

=Lapc
T

deci s(M) = lr a[l — =}é-FC, S(M) i— R-UC, alM) = = — ok

9, Tentrn a dovedi ¢ #{M] = a;, trebuie si arfitim cd pentru orice
multime ¥ =4{A, B, C, I, F, F, (zi =7, von avea aiN] = oM}, Fie
N & 7 v multime arbitrarii i ACF triunghiul {san wnul dintre cle] de ane

2t
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iz &

maximi fig. 5. Ducem prin virfurile tounghiului parafele cu laturile opuse,
care determind triwnghinl MNF. Fic A; un pinct pe segimentnl AN astfel
fncit AA, = [« ) EAN, Crnstruim A, AT, F,G||IFC, CALICA, AF,AF,
FCyIFC CuAL|ICA, care se intersecteazd respectiv Tn A7 O F* [vezi
figtral si 532 notdm cn M7, N, P' punctele de intersecgie ale dreptelar
AM, CN, FP respecliv. en FoO,, Ay, CpA,, Nici unul dintre panctele
R, Tr, E, ¢ oo poale T exterior trunghiulii MNP, pentru ci, in acest
caz, AT exista whn triunghi a cirul sre ar deplsi aria trivoghichi ACY,
oeea ce cete contrar ipotezel. Dacd uoul din aceste puncte ar i situat
in interiornl hexagenulnd A, F,F,CC A, dar exterior trimnphinlni A'C'TY,
ar exista un ttiunghi a cirui arie este mai mick decit (ACL) - 2{M] 3 um
avea a(N) < (M}, Mai rAmin de examinat ormétoarcle cazuri ;s punctele
B, 11, B, & siluate respeetiv in dniericra]l trienghinsiler A'CH, TTVE,,
MM, NK°A,; b punctele 13, T}, T, (3 situate respectiv in intesiomal Leiun-
phinrilur ATCEF', PE'A, MM'C,, NN'F,; c punclele T, F in interiornl
trunghivlui MF,C, g B, G respectiv in PC A, NAF, Toate celelalts:
carnri  posibile, ori =e reduc la nial din acesben irei, pe baza observa-
tivi de la teorema 7, ori se aratd simplu <d o(N] -2 oM}

a. Vom presupunc cd punctele T, D ne sint situate de acesasi parte
w deoptei FR, in accastd siteapie ar@tindu-se imedial of ofN) < oM}

Fie C simetrienl ponetalnd C in raport cn €, (fig. 5a, cu notafiile de
la fir. 5). Paralela dusié pron ) la FC, se intersccteazd cu A'FY, AU
respectiv in punctele §,, Ry Dacld punctol B este sitaat in interiorul patru-
laternbui FL,R,C, atuncd (FBTY) < (= — o {ACL), deci oW} < o(M). 34
considetim deci punctul B in interiorul tounghinlui AR, Fie in acest
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coz 8, punctal de pe segmentul AC pentru care (A5 () = (x &7 (ACF]
el prin 8, sk ducemn paralela 3,T, la AfQ,, vare se intersecteasd o Fl,
in U, Punctul B trebuie =i aparfind triunghivlbui G111, altlel [ABE] =
< fr — e {ACE) # din nou ofN] < oM. Analog se obtin punctele Q.
B, Sy Ty Uy 5t punctal D trebuic 52 fie =ituat n interdorul trinnghinlal
17, Ty, Tin calenl elementar ne 44 Chy = . CF, U8, = aCA, CT, —
LTy =1 — ,:,:!::,fl,F ?l_. crinnde @ fi sitnate ]_I1III{?tE“]l: D, I HJ’J 1..|:'i11|.1|2'11'i.|.'|.1'.i.||"
reapective] vumn avea (DCE) < [» — af){ACF] dec s(MN) = ={M].

L. Putem comsidera — fara a restringe peneralitatea demonstraficel,
pe baza observajisd de la teotema 7 — o punctul B este inlerior triunghii-
li A'HE' unde H este centrul de preutate al triunphivlui ACE, [fg. Sh,
cu notatiile de la fig, 5. Vie @, T donii puncte situate respectiv pe FC gl
AF asticl Inuit)

(THE] — [QAF) = (x — *®[ACE),
Parulele dusi prin @ la FA' se inlersecteazi o FF, NP in & R;
paralela dusd prin T la FH se intersecteazi en A0, NP In V. L. Pune-

tul D puate fi situat nomai i interiorul trionghivriler ANWU san SRT,
altic] (FBIN < (= — #8{ACF] si o(M) < » — a®. Punctele U, R sint deter-
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Fig. 6 ¢
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fiinate de relafiile; AT = (3% - 3o | 1JAF, AR = I%r. — 105 |- Bz —
4+ I2AP. Daci [F este In intericrol] inunghinlod AV avem :

(DAG) = {UAF,) = {AAF] = (2 — = [ACF),
deci al¥] < s{M), Dacd D este in interforn] trignghinlai SPR avem:
(DECY = (SMN = (PAC) = [ACLY,

cocace este contrar ipotezei cd (ACF) este maximd.

¢ bnnstruim ca la panctal 1 punctele By, L'I1, }.".1, (3, astiel ca
A, B, Oy, B F, Gl =M [fig. be cu sotafiile de Ia fig, 5). TPunctels
B, 5 sinl = 1ua1;- respectiv pe A0, AF. B8 ducem ﬂr911|1.a T,E., prii-
Tela on -T:'J.T:Il gitrletricn i fa gl 571 e 1I|II 1 I'||I1_|'|r|-. i cotespi nedilone 0 1r'5|Jr|_|i1|I|l-
Tni CMU. Punctele T), B trebuie 53 aparfind Lrapeenhni Ty TR, nltiel
unul din to xt]],ﬂ_]!111 1|t‘ I:‘TJF.-. TEF are aria ma micd Jecit [:r - &' ACTF]
g1 m(MN) = o{M). Ducetn prin Ty L11|:'11Lt'-t' Ty, H paraleli on MT & THE para-
Teld cu L H. Pooctul Tr trebade =00 o I.T!.L:I'.I.-:l. trignghinbel T HTJ'E. Thaeean
P, B, par alcla cn CP . pooclal B aporfine Ln11n<'1:111|u:| A.B R, alrfel
(BCD) < (B,CD) = (o — «#M(ACY) 51 s(N] =2 Eil'-i]. Analug, 5 Lrebaie 23
apartind trinnghinboi AG, G, Dar, in acest caz, {CAD) < (B, AG,), egalitatea
gvind oo nomai dacid B, O colned respectiv en B, G Dacd 15, 5 corneidd
v By, (3, atunci T, F trebuie s colncidd respectiv ca Iy, 1, altfel san
(BCTY < (B;CIN), sau [(EFG) < (EG))

Eezaltii «ii oM = (M), egalitatea avind loc numai dacd N coincide
cu M.

In conclasie, 5 = g — 2% =~ (1,24608,

Dbservaire. Meptagonul ATCTOIEFG este inacriptibil fntr-o clipei.

—1 L iy —

Teorvig 9. g, =~ o5, 2 i eSO 13 1, 7)1

Demonetratic. Ducind mediancle DIF =1 AA" mespecltiv in tiiunghivrile

ADG 5 T'AR r[:'is:_-. Ai, acestea wor £l concorcote intr-on punet O, centrid
clipsei citcumacrise heptagonnlui ABUCDENC, Sc aralé ugor odf;

[AOTH  (AQT) — (ROE) = [BOF) = (COF) = ([{0G) — [T

—1 4+ Ay — S

et S il L P B W
7

gi i oacesten aint triunghiurile de arie minimid din eoelfinen
M =MyUiM={A B, € D E T G O =48 Atunci:

AOD] _ — 1+ f2 — 23

T, oromlM')Y =
. Wt (ACE 7

== 0, 1420,
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Am vazunt (teorema 8) cf tulfimes M (5 thultimile afin congruente)
este sitgura pentm care (M) — go- Fgte evident i orieum am adiupga
un punct H la mulfimea M, vom obfine o mulfime M, =M L {H} pen-
ttu cate ofM;] < o(M), Deei oy < m,,

LEEERLE s

Flant dennd um enzemble B des Poduls due mdie plan an iiote aver A e rapsut
des aires plas petite ¢ pius prande ayont los seanmets parmi bes poinds du cuemble 33 1w
méme, i mole sg Ie ples grande a8 Poar fous les ensermbles sontciisob e s,

En suite wst dosiwie Jo sicilbade de ealvul poar m, @, s, e Ty B dea lmilen
BT ng.



