EXTINDEREA NOTIUA DE INTERVAL T'E MULTIMI
e

AUNEL TeANOVICIL

1. GENERALITATL

Fie 1 o muliime arhitrard i P[T) mullimea parfilor ot . Voem nola
cit A, B, G ... elementele ni T(T.

Definggia 1. Numim islerval o pereche ordonati de mulfimi, A, S
= Ty, A, = PT), cu condifia A, © A,. Vom nota intervalul A = A, Al
Mulgzmile A, A, le numim sxtresibdfle intervalului AL

Definipin 2. O multime M epaerfine intervalulai A, M = A, dacd
J!'.L,_ - MC -'JLu- Lvident c& ."'L-,, _'1Lh- = A,

2. RELATII INTEE INTERVALE

Definitie 3 Tovd intervale A g B sint egade, dach oricare ar I
A=A implici A =B g reciproc. Vom nota A - B

Tearema 1. Condifia wecesavd s sulficientd fenfra ca dosd interoale
A [A&, A 5B - By, By si fis egale este o Ay = By Ay = B,

Demensirafie. 1. 'l.'_'-:_|1|-:_"|i§.i'.1 cete necesard, DacE A — B, atunei oree
multime A & A, in parlicular € A,, A, aparfin intervalului B, A, =B,
A, g B, deci B, T A © By, By © A, T By | reciproc, orce muljime B = I,
in particular si By, B,, trebueie s aparfind intervalolut A, I}, = A, By, S A,
deei A, B, T A, A C B, T Ay Aveste relafil 5l precedentele ne dau
A, = I, Ay = By

2. Condifia este suficentl, Dacd Ay =B, Ay = By, atunct pentrud
oricare multime A S A vom avea B, = A & A C Ay = By, dec AShH|
reciproc pentty orce B =B vom avea A, =B, C BBy = Ay, dewi
E = A Beslta A =1
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Definifio 4, Spunem of intervalul A este dncfus Tn B ducll exictd
dovii ouljirmi A = A, B & B astfel Inctt pentru orice amlgime B =T
soorice A=A s oavem AR, B 2AL Vom onota A D H Belapia
ACEH ede echivalent co I 20 A

Teorema 2. Condifia necesard 57 sulicientd pentrie ra A T B eslc ow
A pa s

Dressomafvatia. 1, L‘iud't:ih cete neeegarda. Daca A T W, atunci exivld
o mulfime A e A, A, © AT A, astiel incit pentru oricars J11II'|j1II|-e'- R =h
stoavem A C B '?n particular, pentru B = B, vom avea A C R, i
frtrucit A, © A, rexultd A, C l:-I Analeg sc oarati o A, T P

2. Comdifia este .r111'icir'.'ti. Ihacd A, T By, AL T H., .-'|1IIrI|.| Pl
arice A=A =51 BT =TI, '"ilu' A=A =A B="F, =B wvam avea
A=nC R, CF, F = e = A, et A C '.H. B AT pdica
AN

CMseenatis, Thcl Ay o By, M O B, voam spene ot A este inclusd it
fao B st vnm nota A & ll-

Defmdia 5. Iotervalul & = A, A, este el sec dectt interyalul
B=F, B;|, A< I daci pentro oricare doud muoltimi A=A, Ral
avemnn 8 T B Ilaca A B vom spune ca intervalul A este strict mad mis
decit intervalul B, A <= T Relatia A = I, (A <2 W], este echivalentd on
B A (B> AL

Teorema & Condifia secosard o seffcfentd fesdrwoca A B, (A = ),
eete ca A, T B, 14, B

Demanstrapie. 1. Conditia este necesari. Deoarcee A, = A =1 B, = Ik
din A= I (A =< B) rexultd & 4, S By, (A C By

2 Condifia cste suficientd. Pentm oricare -’k =Aa Be=l avem
A CACA, BTBCE, 51 din condifia A, T 15, [.'1_ o IB,) resaltd
ACB, [AC L.

Delinzjra B, Sprnem vh iotervalol A este peedecesorsd inbervaluha
B — A precede pe b — dd- a vrive wmlfdrme M = A apariine A intervalolog
B M l.—]] Vom nuota A= B Belalin A€ B este schivalenld oo B3 A,

Toamremn -;, Conditio wecesard 50 515_|‘1..r.-:?1!.:’f Fenbru ca uk fferonl A =

[A,, A,] =4 ﬂ'r#:ﬁ&u:iu:f nteynalwlnl BB = |B,, By| esfe ca exfromiidfile
FR rm-.!‘.ua A s .:rh.::rm.:.:ir tuternadind B: A, A, =

Theman ,55.;!.;:rrlr~' _F |,-_"'||'r||'|.‘!.|1 este plecesari. IIITI'III.'EH‘ .':'I.-l ;_\., =_JL JL,
reenltii o A, A, = A Conform definitiei relatiei | precede’ Intre d-:-
intervale, reralld ol Ay, A, = 11

o, {}nndi;in Fale suficientd. Dacdk A, Av e D, atunct B, T A, C A, C
C By Ovicare ar T M = &, avem A, CMC A, de unde B, TMC 1,
deci M &= KB, ceeace Inseamnd cd A < I

Dservegfie, Ducd A, - By, Ay =+ B, spunem of intervali]l A precede
stoict pe B o9 notim A = B

Sint evidents '|:|1'rr| Atoarele J_‘:-"'l‘:-leH ati ale relatiel de incluziune = ale
_tl:'_l.;l,]11'|r,:-r i amed e l!ll"E'LI.:"l.'JI:""

a. A_llmll-"_-llmphl_a_'l—]l'
b. A Bl R Aimplici A=B= [4,, A ;
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c. A= 51 B A imiplici A =B :
d. Relatiile AC B, A=, A DR s¢ exclud reciproe |
e, Belatiile A =B, A=H, A = B s exclud Teciproc ;
[ Belapiile 4 <« B, A=R, A » B s exclod Teciprac ;
g Eelatia de incluziune §i relajia | precede”™ sint reflexive :
A '; -"_. A A
h. Toate relaliile sint tranzitive:
ACTD st BC € implicd A C
ACH s Bco G implicd A C,
A=tB g B © implicda A = C,
A B ".,-,»:i. | | I Ellll:-|:-|;.5'| A= G
A< B g B Cimplici A = C,
AaBe B« Cimplich A « (,
1. Relatiile stricle sint tranzitive wsupra cclorlalte -

ACDsi BCCsan ACBsi HO G implicea A CC,
A+ Bsi B=Czau A< B s Bz € implicha A = C,
A< H i BalCsan A = K s B0 implicd A < €

j- Existd implicatiile :

ACH s B O implicdi A -~ C
A-Hsi B Cimplicg A =€,
A<D 5 B Cimplica &, = L

3. OPERATII CU INTERVALE

Teoremu 5. I'ind dale fadervalels A [A), A B = F,
un wlervad € en Sroprietdtiie

L Oricare ar 7 A = A 55 B =R, revndanea lor [ = A U R apariine
smtervaining G, © = (.

2, ricare wr fi € =0, exintd dovd mollime A = A o =B oasiied
ca A0 =0C.

Desnonstvatie, 1. Dack A=A d LD, atunci &, C AL A, Byt
CBC B, deci &, |J R, L A LT A, |) B, 54 notdm cu 4 intervalul
o cxtremitifile G, = A, |JRB,, G- A, ULy reeultici C=A B gl

2, 54 arildim acom ol pentmu orice mulfime &' s 6 - (G, €] unde
AR d Co=A, L, cxisti doud multimi A A 6 B =B
pelfel it A UG =0 58 potim A=A, MNC = B B, M C. Atunci
AL A1 BL By pe de alld parte, introeit C = G, deci A, U B, -, T
CCE A |JBg, avem A, C C, B CC. Regultda A, CC N A, B, T"CN
M By deci Ay C A, By O B oceepee Inscomznd i A=A, E=RK Avem
de agemenea AU B = (A, MCIJ{B,NCl={A L] B N C X

Defingfia 7. Intervalul C = [C), G, ,unde C, = A, {J By, C — ALUB,
il ntenim spemeg dobervalelor A = (A, AL =i B = |E, B.]. Vom nota

L=A | H za4 I:-j'l. _.!l.__:l: i:]‘;'l- Hﬂ: = [y, Ly | = [ L B,, A, Ll T‘ii:.

. Bl existd
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Progristdtile sumet.
1. Suma a downd intervale este comutativi: A+ B=H 4 A,
2 Spma g trel san mei multe intervale este asociativd -

AR +C=A14 (B |0

4 Daci A¢ B san dacd A= B, atunci A+-B — B
4. Dacd A= B atunci A 4 B — [4,;, B,
Teorcma 6, Fiind date infervalels A = (A, A,] ¢ H=[B,, L],
cxistd wn ixternal L ocn profeielifile -
1. Gricare av f# A e A i B =R, diferenfa lor © = A — B apurfine
intervalwlus C, 7 = 0
T Ovivare ar f1 C a0, existd dond mulfimi A s A pi B SB, aufd
imeit A - B o= (.
Dimponestreatie. 1 AG A B & H implicAR A; T AC A, 51 B, C BT Ty
de unde A, — B, CA-—-BC & — B, Fie L= [C, (. uade O
=A, - By Oy =A,— B, gtunci A—B=Cs0C
2. Lie €= [(y, Cy] intervalul cu extremitdtile C, = A, — Uy 5
C, = A, T, siséconsiderhm o nlfime oarecare C & € Fie A = C L) A,
g B =B, € Avem succesiv;
A=CL A in:u};il'u:ﬁ CCAg A CA,
Cel implick A, — B, =0, CCCL,= T L
CC A, B implicda CCA siCO B =08
CCA, s A CA, implica CIJA;=ACA,
A, C A s AC A, implic A & A,
B = C implica BCB, 5i RNB, =(B, N B — (LN By =
= B; | Ej — Bl.-
B g == B, implicd B, C B,
I'si BC B, implica B =B.
In =firsit:
A—D~ (CUA)— (B C = (CU Ay N EC(B: N LS = (C U
UANER U =C U A NEBy) =C U (& — B
fntrocit 4, — By = C, = C avem O (4, — By) =L, deoi:
A—B=C

Definifia 8. Intervalul €= [Cy, €], unde €, = Ay — Ba, Cy = Ay —
By, il numim diferenfa intervelelor A = [A,, A,] g8 B = [, B;] Vom

nota €= A B. sau [A,, Ag] [By, Byl = [Cu Gl = [y - B, A, —
— B; .

Droprictipile scdderds

1. Seaderea nu este nied comutativd, nicd asociativa,

2. Existd relatia:

A-B+0C={A~-B —C
3 Daca A= B, atunci A — B = [@, [

Teorema 7. Fiind date intervalele A = [A,, A3], B = [B,, B;] existd

un inferval G cou Pru;.ﬁrictﬁ'{ﬁ# E )
1, Oricare ar i A @ A g B =B, indersechia lor U = A | B aparfine

intervaiuiui €, C g €
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2. Oricare ar fi © S0, emstd dond mulfions A = A g B s R, astfel incit
ANB=C

Demonetratie. 1, A s A s B =B implicd A CAC A, B, CBEBC B,
e pode A, VR C AN RBC A, M B, Fie 0= [, EE] unde O, = A, 7
N By, Cy= A, 1 B, atunci A |'"| B = =(.

2, Fie C o mulfime narecare aparfinind intervalului € [y, €]
'-L'I.[I.llL‘ ':1 |f'|1 IHI E]__. ';..-hg - _'ﬂL_! r‘| H!- ﬁﬁ 5:';.:';?'1"“ .."L "5'1 U ‘: &' B B| L..I E-'-
Intrucit C&=6G avem A, M B, CC A; N By, deci CC A, CC B,
Atunci A, CACA, B, CTBECH,deci A=A B =B Pe de altd parte
avern:

ANE - (A UC M (B UL = (A M B UL
Toar A, (1B, = C, deci A B = C.

Definigin 9. Intervalul € — [C), C;], unde C; = & N By, Cy = A N
MB, 1 vom nmumd frodussd inlervalelor A Th,, Az], B=[H, Byl
Yom nota I: = J.'I. -B SEll [-\.!!lj. .-\.':'.If_\.] i [Bl- Th: :':;. ':1] - =:ng-1 n H]_.
-"Lz M 155].

Profaietdpie inmallivid,

1. lnmultirea intervalelor este comulativi,

2. Inmultires intervalelor este asoviativi,

3. Inmultirea intervalelor este disttibutivid Tajd de adunare,

Diemonsiratie
J'I.[]l | E_:' [-l-q'j_.- -:‘3]' [.P*_.L,:"':':l- BEI.J’:E.J._ _-:"-1 I'"-LF-1L.| '::l:'- *"!'-e'ﬁl[]-ituﬁe.:]"

A NES U (A NG (ANBy U (AN G} =
= (A NEBy, AMNB ] — [ANG, AMC] -
[Ay Ay) (B Byl [h A] < j0L S =a-B34 & 4

Tnmultirea intervalelor nu este distributivi [ajd de sciidese

AR —C)=A-B—A-LC

Teorema B, Foiwd dat indervalul A = [N, A, oxisid wwn sulerval B
o froprichdfile o

1. Oricare ar & f[ = A, complementara of 0d = B aparfine tnlervalie
i B, B =B

lilm-:un.:..&r.::;:lr 1. A=A implici A, T A C A, Atuonc E:'Le. C GA L GA;.
Fic [J_il L, ] intervalul co extremitdgile B,=04A,, Dy =04 Atunm
p 2 [.‘-1 =B

2. Fic _H o mulfime vatecare aparfinind intervalnlei B = [, 1§ ].
unde B, = fA, B, — 04, 5 A =B, Atunci, ntrucit B, T I T B,
vom avea (B,CLRE C CE,, adici A,CACA,, decd A=A 51 A= ([0B)—B.

J'Jsrm-rf-:.:: 10, Intervalnl H [Bi, By], unde B, =(CA, 5 B; - (A,
il vom numi sedervaled congblomantay al inter 1:4;111111 A - [A, A,] san

co-indernafil Tni A. Vom nota B~ A sau [A,, A, ] =[0A,, CA,]
Pragricidfile co-sntervalelsr.
1. A =B implica A =B.



2. Imervalul complementat al co-intervalului lui A este 4
E e 11..

4. Co-intervalul sumel o doodl intervale este egal co produse]l en-jpe-
tervalelor respective: A T B =4 . K.
Dizsnonsiratic,

A+E= rH.IHI -’J5-u|._.-|Tu| = [ClAgl) B.). C4,0R,] =
=[ﬂﬂzlﬁlﬂﬂs- ﬂ-ﬂ-lﬂﬂ'ﬂz? = '_ﬂﬂu- E-ﬂu] ) H:T-*z; E'HL: =

=4y, A, B, B ]=% -1
4. Co-intervalul prochisului g doud intervale este egul cu suma co-
intervalelur respective: X - B = A4 R
Dremonsirafie. Sm de la proprietatea (4} of -
A TDE=21 .1
Notind C=A = D .-, telatia precedentd se serie:
C+D=¢.Dn;
5i pe baza proprielifi (1] obfinem -
(A 1
cate, pe buza proprietifii {2) ne da-
C.D=0 D

3. Co-inlervalul diferente a doud intervale este egal cu suma dintre
co-intervalul descdzutufui sl scdzfitor.

Dewmnnsiratic, Pe bary nroprictitilur (5), (1), (4) =1 {2 avem
A D=A-B-A:E-3+m

6. Diferenta a doud intervale cete egald cn produsul dintre descfizut
i eo-interval ul scisfitornlng.

Llewmanstrafe
A—B={(A, A]— (B, By]= [A— I, A, — B, ]
= [AMGE,, -"L:IHIEHL: = [Ay, 4,7 . (OB, EH:; A - H.
7o Dack AC R, atunci B — A,
8 Dacd A= M, atonci B 0 AL
. Tacd A == I, atenci Iife;, A
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4. TZOMORFISMUL DINTEE P(T) 51 |

Vo numi safereal schiextresal san echifmlerval, un interval cu extlresi-
tafile egale, A = |A, A & fie ¥ mullimea tuturer cchiintervalelor,
Aplicatia @ : P{T)— ¥V prin selafia D{A) = [A, A este un dzomerfom.
Se werilicd amediat ca
- YA, AG) =4,
A = B & DA = (L),
AC B& DA) T D{H),
tb{A 1) B] = ®{A) | BB},
A — B = Ay — MR,
DA M) B) = D4} - DR,
Dhn acest punct de vedere, meltimea tulurer infervalelor  constituie
o prefungire a Ini PT).

Reégumée

Paiee = note vn introdwit fo ootlos dinterealle sur Ferssmtls Ges parties dun emsembile,
o egabdlt des Pelalicne sntre vex et lewrs propriétes) pois, oo Jefindt les opérutioms e
les mtervalios of les propricls des opfrations. En fin, o cooitl=e gqoe s aowseasemble des
intervalles cves les catebioes fpans esl Dsomorphe cvee Uetsomhle des pagifes 4un epsemble.



