OHTINEREA UNOE FORMULE DE TIP NUNGE—KTTTA  FEHLEBELRG
PENTHU APROXIMAHEA SOLUTIEI ECUATIEID INTEGHALE DIE TIF
VOLTEREA
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1, Formulele de tip Runge-Kutta ne oferf un mijloc eficace pentru
integrarea numericii a ecuatiilor gi sistemelor de ceuatii diferentinle. K,
Fehlhery intr-o seric de locrini, printre care 121, [3]. printr-o trans-
formare convenabili a conajied diferentiale, respectiv s sisternulng, objine
formmile cu ordinnl de exactitale mult mal mate 5 foarte simple.

Aplicarca metodelor de Lip Runge-Kuila la integratea numericd 2
seuptiilor integrale nelineare de tip Volterra s-a facot de ¢itre o serie de
auteri 117, [5]. In [4] sefoloseste ideialnd ehilberg pentru cazul ecuatilor
inteprule nelineare Volterra. In prezenta lucrare vom folosi aceeasi ideje
51 vom chiine fermule de tip Runge—knila Fehlberp (R—K—LE) on
crding] de exactitate m = 3, m un nomir npatural del, pentru crmatia
:i_1:|_l,|;'g1;||.'.‘i. nelincard Volterra.

2 2% considerdm o ecnatie integrald Volterra, care se gtie o se poate
prin schimbarea functiei necunescute aduce la forma

[y zlx) = 5-',; [=. ¢, =t} |dE.

fa

Tresupunem of funetia reald gfz.t,2) cste continud si admite derivate parfiale
eontinne pind la un ordin sulicient de mare pentru

.?I-:[::I::q_, To I I:i:|| £ = |-_-"|-||. '-::|].+ﬂ:|. |_"| e I o0, 4 =Cl L'I.

in lucul functici necunoscute z(x) vom intreduce o noud funciie neciinos-
cuti yir] carc s& satisfacd condiliile

{2 yixg = alxa) = 0, 3" (2} = §(xa) = ... =20z} =0,

unde m este un numédr natural fixat,
e constatl ci condifiile (2) vor fi sotisficute dacd yix) se objine din trans-
formarea ,,de longime m™
; ; N S e
(3 s(x) = olz, y) = ¥&) + L [Tz -
§ - 1. q'_?-' oeay
unde Fix, 8] = ¢ [*, £ zig}].
in nrma transformirii {3) ecuatia (1) devine

(4] ylx) = Sfix. , vif) e,

Ay
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unde am notat

wopl s

Flat ) = six tafx, )] — 3 L=

i Fi, |
d‘n!l: L =z,

Acum se verificd din aproape I oaproape ol funcfia § aatigfuce condifiile

gr= _ll'l.:.lf_'l-'[fll] ] T
5 —_— =10 &=LE .. mi b SN
(5] [ o] =0 R=12 . mip

Metoda B -K T pentra gisirea soluojdsl aproximative Z(x) a conatied
integrale (1) constd in gisirea solufiel aproximative ¥ J.-:I a4 conatiel [4%
printr-o fermuld oarecate de tip Runge Kotta @ apoi din {3), unde vix)
se inlormieste cu ¥{x] se obfine zix).

3 Vom deduce formale smple B K T oo ordinul  Je exactitate
w3, adicd ¥{x) - vix) =0 ("%, b =x — 1, fiind pasul integrani,
formule eu 3 substitufii, deci en care solubia aproximativd F{x) se obfine
prin calealul valorilor fonetied 2 8 o« In 3 puncte, Vom lua atune

(5] ylx) = iy | B} =8 (g B = ok el kg
unide

By = Mg | omh % + B0 A ol
(6 Ay = Aflxg — wgh, xg + Bty T+ Tafals

iy = Rf{xy + 29l & — Bafr, ¥ -+ vel - ralta)

Tirmeazi si determingm constantele o, By v o 1= 1,2, 4, astlel ca
desvoltdrile in scrie Tavier dupd puiterile lui & a :ﬁuht]‘dﬁl exacte WEe R}
gi o solufiel aproximative ¥{x, -1 &) s coincidi pind la Lermenii in 2~ in-
clisiv.

Pentra solujia exactih v(x, + &), avind in wvedere {2), desvoltarea va fi

(7) yixn |- &) = T it ) At “_L e i gl L e

e derivatele avind cxpresile

. seoning = (28],

byt = () 1 e () (20) )
I:EI'I 4 qu'l [ﬂ:""'!__u ke ] Apqemtt I g+l [||_|.|_'I-'}|,|

unde imlicele zero aratd of derviatele pargiale sint caleolate In panctul
R T

B4 ardtim de exemplu com se deduce {8) cu ajutoral lud (2] 50 (3),
Derivind ambii membri ai ecualiel (4} dedicen

¥(x) - 5 VLI 4t 4 fix, x, yi)
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[y |

L 3

g1 notind

T
f,,l:-'-ﬁ:.:l - Ed':ir':;:;l'm.l d"*lu

obfinem

) +1
¥ ) = I ) [;%ﬂx. r,:u{xn]u-
Pentrn al doilea termen din egalitatea precedentd avem

am L] | ﬂj d““ #F . MF  EF
() e 8| |

=, Ay g e
a*=l oy @y a,- d® )
F ﬁ:r Lmlr + ﬂl" + J o e ;{}I EJ |3-

Leerivatele termenilor care contin ca factor pe »° se pot caleula cu formula
derivatel de otdin superior a unnd prodos §i folosind condifiile (2), aces-
tea 3int nule in punciul ¥ = x,, £ = %,

Astfel din aproape In aproape s obfine
'd“*'r [at,rll + o a~ : .-1" !
1.:1;;““ 1 la 4™ L‘s;a] Cds™T 'l

L “"'J“ + 4 ..if ﬂ"f_} PUE L wimal & L_ a2 gy
Fi i ™7 Gt I.'I1: {r.il:":i'.r 0 A2 {-ﬁ.-r.ﬂﬂ'] g™ '|_,m

T ad v : "y
____ g e It =
aa‘*JL x -;u-fr];"-'dJL " - Ca rlr|aw} :
@ty ™ =YY mpf @)
[a””} +G"”'{ -afJ Tk '“"{a:a:*'.)u_f’“?l'm—j} '
Fologind acum relatin [3), obfinem,
(£4) (24,
da"+y  Lamtify
In mod analog se deduce cit
I+ eh =2 1) o I7w) =0 o= L) = Tagalma) = 0.
Prezvoltirile in serie Taylor o funcfilor &y, &y, &, sint
BT [a““,r' By [ g i.—*J
1y ke, = — i fm=r 2xil SN A e
1e) YT im0 &-l"'“i.-. Rl s ) R k

(S e o,
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m+L 1 w7 5.
{11) k, ="==_{ﬂ {J bt L ._&.___{ﬂ"‘* J’J ey
fm o+ 0]\ @e™ L iy o R T

1 +1 .
. A [ﬂ“"IJ jmin o TE” [f"“. js"] E } A1 DR,
L ¥

i+ 131 hadi™H g [w + 1414 g+
oL 4 [ EE.3 i
(12) ky = —L {L’“*’IJ iz g [rJ +“;J RiAECE
2 fa - L)1, ae™ ! Jy imo 200 At fy

i i g J s ! "E*i'.'-'i] ) s 4
fn—]lﬂﬂll‘“’.- f,-p+|_|!“_'|.!“-||-" .

_!_ 'I"gﬁ'-?”- [ljf;'_l'l"} 4 ft“ 19 ﬂl:l““++_:|-
T 11 g il

Inlocuind aceste dezvoltid in (6) & identificind coeficentii puterilor ui
Folim {8) ¢ [7) s obfine sistemal de ecnaldl penlro paramelnd e, Bo 1o &

I ! L

:.E'T + Pt B J=ﬂ_:_2’
] £ I

ot eafis ' -+ egBa g

(13 %

i

'*1'-"1|'if"-“-'-I T ”Eﬂkﬁ?+l 2 ﬂ:"lﬁ;“ T o
} 1
i1 5T A oyl + 8 = — ——

- ) K

Acesta este un sistem algebric nelinear cu 12 necunoscute, astfel ca o seric
de necuncscute vor lua walori arbitrare. Sistemul este liniar I oy, oy, Eg
g ol o, 0y, 0q 58 pot exprima din 3 ecnatii in funcfic de ceilaltd purm:[u:Ln,
care trehuie astfel alesi ca sistemul format de toate El:u-B.'I.T.L'LIl: =4 fie compa-
tibil (determinantul caracteristic al sistemului linier s& fic nul).
Tiin primele douf ecuatii =i ccoatia a patra a lui (13}, obtinem

(14) g ‘: O e
unde
A ET_: |F-'.I:+I'::‘|"2|F'-'?-| : + 'fnﬁ?fl_:ll:_lp-'k . |] = |"'|.':-i_m-'--”|‘I L{:'I - H’ .|J'~
m 0 m-1 an I 1 k
T e B
PR RN | i 1 i 1 e L o]
= 5 By — - ~ — B
Tlrﬂh 5 J-IH- - 2 i w:+-':|__| IHi — 2w < 4 ME ﬁl [Ha H'u':'
" mal 1
Ay =h J|:T1|3| T4 ‘tafiz Y {— e 51] =
1 L ru+l A +1
= ;.Tﬂlfm ' 3) P'-! EP’: E‘:}s
- gy 1 I 3 1 LI PETRR |
Ag = 7,57 e + Ba (5 b
1 T 1 L‘J+f[h m__SJ " Zm 1 3 i Pa (Ba ]
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Condifin de compatibilitate o gistermalui {13) linear in oy, ¢y, ¢y va fi

S hra 4 T [ (e — aBy) — 22 BB
(15} L s Tihrard e
ﬁ:‘ljﬁ:‘ i
- |m2]_[;n_l 3] HaaPs #4) (21Hs aglin) b {2y 2 Bal ] = 0.

Astfel am obfinut urmEtosres

TEOREMA. Daed consteniele o, By v v =1, 2, 4, len valori reale
arbitrare satisfdeind relafin (13) 5 pemdris core A din (74) este diferil de
BEF0 far oy, 0g, Op sinb dati oz (T4) atuned () 58 06°) ne furndseazd o clesd
de fopmale de i Runge-Kutla-Fehlherg de ordinal w4 I Hentru eouafio
ihfegrald neliniard [4) respecgin (1), adicd avem ¥z, 4 4) — vix, + &) =

e
Vom da aici urmdtoarea snlutie numericd simpld a sistemualui (13)
1 1 i
4 %2 = 1, By=1, 8- Ell?l'!: I|T1=1-Ta=¢_,.1-T:1=—J-:.
N D I3 i
2 i3m | 51 — 1 | [z+3
£ = — b ekt il N - fp = e RS Rl S

Z, EHI_LI:J.L' I EIII‘H‘ | ;1] l:m_lm-' H-[lﬂ. j:llﬁl | a3

(thservafie. Se observd cd dintre valorile date aici pestru parametri care
intri la argumentele fanctiel f, numai v, variazd odatd cu s astfel cd so-
lufia dati este avantajos sd se aplice pentru diferite walori ale Tui .
Perntru m = 2.3.4, valorile coeficienfilor c,, ., ¢, sint

[ T4 A Hio— 4
| 20 25 lal
. | 180 14411 LEdd
1 1 1
o a0 ) 4%
45
' 4 e 33
| 15

Tre exemplu pentru s = 2 am obfinut urmdtoarea formuld =simpli B -K- I
el ordinul de exactitate m 4+ 3 = 5 pentru solufia ccnafied (4)

25 ) :
e+ R == b+ k4 ks

nnde

'&1 'r':.lr':.-II | -'!f- Fn I‘ k, ,]-'u:'-
Ry < Kf{xg + b, %o+ + R, yu + B,

By = .&f[xn I T P L e e T o S
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BOME RUNGE-RUITA-FEIOLEERG TFORMULAS TOR THLE NONLINFEAR INTE-
GRAL EQUATION OF VOLTERRA TYPE

[Abstract)

Tlee wonboear intepral cqoation of Vedteses 1ype (1] @ considersd and the ideia of K. Pehl-
berg tronsformation frowm (2], (53] and [4] 48 wsed, A onew wbkoown fupctivn vix) is imtro-
dueed  wich is given by ano ,m length" transformaticn (25 and & wew intepead eguedion
(4] is wubtainsd. Tor the eguotion (4) o cless of Runge-Eutta type forneelas (65, (8] of
order m A A La darivel,



