APROXIMAREA SOLUTIEDI UNET SISTEM DE ECUATIH INTEGRO
HNFERENTIALE INE TIF VIMLTERRA

il

MULIAN CODOLAN

1. Vom deduce, asg com am facut In [1] pentro caszel unel ecustil
integro-diferentiale, formule de tip Kunge-Kutta, penbmm integrarea no-
merich & un sistem dedoud couatii integro-diferenjiale nelineare Volter-
ta, de forma

3 *
F[x. vix). 20z, | flx 6 ), am':d:\ :

T, F)

={x) = "-?tT. ¥la). #{x], Sgiﬁr. 8], #le))ds ]

In cazol unei sinpure ecusfi  integro-diferenfjisle s-un obiinut formule
de tip Runge-Kutta in (27 chiar pentm o ecvuajie integroodiferentiald care
contine derivata de ordinnl p.

In cele ce urmeazi vom presupune ci sstemul (1) admite osolutie formats
din percchea de funchil reale ¥i(x) @ 2(x), conlimie, avind denvate pind la
un ordin dorit pentm xS Tx,, @] @ care vertlicd condifitle a{x.} = v,
:[’ln:l = . :
Wai presupunem ci funcfiile reale Fix, w(x), z(x), #(x]) dGlr, ¥ (2], (), v(s]),
unde am fetat

nlr) — E_..’{;,f Lowdd), 2ity)de, ox) = 5;3[_»;} b, vit], s(fde,
sint. Tunctii care admit derivate parfiale continge in raport co fecare argu-
ment, pind la un ordin dorit g sint continue In domeninl dat de inegaliti-
tile

sy xza, =4 =4+ |#<4o v 4o
iar flz, Loy, 2] 3i glx, £ v, 2} sint continue cu defivate patliale continue pind
Ia iin ordin dorit, Th domeninl

ITg = T d Taedsd | =+ oo |ff=4 >

2, TFormulele noastre vor avea ordinul de exactitate O8], unde &
— & = Xy, adich desvoltirile In serie Taylor dupa puoterile lui & a solufiei
exacte vix), z{x) a sistemulni (1] 5i a solufiel aproximative F{x], #{z), vor
coincide pind la termenii in & incluosiv.
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LDezvoltirile in seric Taylor a solofiel exacte sint
i I: [ [ L hl
¥lxg — k) = vq 1:_:,- ERTE Ell‘}l M %}.m{:n}ﬂ& b O,
()
e
(Fa b ) = 2ot T laalhs Dl - L | O,

in care derivatele an, cum se prate vedsa usor, expresile
1_."|:.t'u} == -F[-tu Mas Eau "'":l = Fu.

_WJ—Fﬂ+|]r+FWM||]ﬂ

e = (G, + (G, Fo o (52), 4+ (Gl 7 + 2 5) P+
+ 255 ot 2 [ } fok 2[5 PGy +2( ) Fufy -
‘ﬂlml Gofu + —LL%J [ash Fo {5, G+ {50 ). Fo] +
ELIED (5 et (5,60 + (5,2
i JLH --1:‘%J¢fu-+f§ilannJ-
(3)

Flxg) o G {2gdy 24 0) = (5,
il = (), + (50 Fo+(5). 6o+ (5] &

irr

xwﬂ=ma'VET”WJV%“Eéﬁ’“M]T"
| El.ﬁﬂG l {"'+£L};rh] .[.’uTzll::{; ,r..ﬂ{”-|—2[ ] o |

=2zl ot (LG, (), P+ [5),60+ (2) 4] +
{an |u [l.h,n”{;'}ﬂ {’G -. { }.E'n]l y:
(G 2055), + (30), + (55, Fo (), 6]

In aceste egalititi indicele zera arald i funcHile respective sinl calenlate
i ponctul x = x,, § = x,.
Aga com prima dati a ficut O Ruonge, [3] in cazul integrisii nutnerice

a ecuatiilor diferenfiale, vom considers solutia aproximativi a sistemului
(1} in ponctul £, = & sub forma

Wy L B = v+ a £y + aghy,
{4]
Elag + &) = 2) + a1 | ayl,,
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unde am notat
Ry = kF (xy + o, yoo 200 0) & o= BG (2y | agh, vy, 20, O,
Ry = A%y 4+ 2 b vo + Bk + Beh 2o+ b+ T iR
(3) Iy =hC(xy 4w, ¥y + Baky + B 2o + vobu + vl 5
ko= Bf{gy + ah xy + Bl o+ R+ B ozg b YRy 4 8T,
D= hglty+ ah, xq + Bh, ¥o + vh + Bh, 20+ 1R + 3),

Ay, oy, B vo t=12si =, B, vy, & v, 8, 8;, fiind nisste constante rea-
le op urmeazd a fi determinate asa ca

Mg + &) = Flxg - B = O, 2lxy o+ &) - 2z |- B =O0F).

Tresveltind fn serie Taylor dupd puterile Tui & funcfiile &y, 1, Ry, § &
si inlocuind aceste desvoltiri El!a Fj aE nhim de_svﬁlt’iﬁi& i serie '14:;14;1-
a solvlied aproximative o(x, + &), 2z, + &)

Vom serie direct degvoltirile lni ¢ = 2, In care vom prmupu-ne de la bun
inceput ¢l Fy = (ry,

Flwy K (g 4 @) Foh + {[:-:1-11 1 aam,][—J + afp, + 3.]{ J ol
+ anbra v | Fo+ @i (5] Ahat+ [ et +andTT) +
+ 5 ol + B [S0] Fi 4wl + vt (S5 Fi 4 et (T0) A+
a8y - B (225) Fot mamalys + ) (2| Foot weaedi 7] foot
@l + Badlry v (0] B3 By | ) [) Fufy
R R +~f§¥h]+
tan GG+ G+ =0 (=6

() bt B L) Fut b 80 () Ry o,

{5

+ a, H'l,'::","l. + ':':] [i:

v 14 = 30 (o @ F b+ [(any + o) (2] ey + 0 (2] Fot
-+ ﬂ:{':"x—:'h:' [EL ¥, 4+ a, E't fiﬁ]ugu} A4 {:: |:£|:-|_-I{
(7
o @l 8 (2] FE o Ll (0] FEE et (TF]
+ ag (Ba F Ballyy + 1l {ﬂ'}';;]n s b oagBi By | Ba) [mLFnﬁi +




+- 'ilglt'h + Tl [ﬁ}n Foago | oy ;_E.r‘,lu [51 [gf.ln + B [%}J 2

T F‘:l"{-ﬁ !EJH ! Ijl[il_:Ju] * ‘*"E‘@M‘{%L I
I H[;_ﬂn + [y + &) [ﬁ}n Fo+ [y -89 G%]H Fu]},,h-l + ORR,

3. Comparind desvoltirile [6) yi {7} cu cele ale solutiel exacte (2, in
care folosim expresiile derivatelor [3), ajungem la
TEOREMA. Dhacd avem satisfdente condipiile

. - faF il 45 ) Jil
(8) Fo=Gy, _} 7[_] ={_ _J'| — 0,
! : |-."i'.|-' ] az ly -"I-'Jll:u ik Fy
funci ponira solufia sistemubisd (1) existd o clasd de formule de i Runge-
Koutta de forma (4), (3) cu ordined de evactilale QR 5i answme baramelri
den (4}, (5) Inind valorile
1 3

2 F L
|:E|] "!l IP#E_T,I.':]_:':I. 11=L=|l'-" E.H‘:;_ El;‘jl

2

Bie Ba 7o Tev 8 7 B arbilrard, salisficind conditiile
1 2 A )
ﬁj.‘l’ﬂ'n="."|+'.'"i'—'3|‘|"!31‘|’+E=l-

tar dacd (8 nu ssfe sotisflewtd plumci mw exisid formule de forma ©4),
(3) co ordined de exactifate (1), ' '
Demonstratie. a)  In ipotezele noastre (8) se constati cid desvoltirile (5
gi (7] ale solufiel exacte confin acelasi termeni ca si desvoltiirile (2} ale
solufiel aproximative si atunci identilicind coeficientii  desvoltirilor se
obiline sistemul de ecoatii alpebrice satisliout de parametri

1

& + g = 1, -:1211931:1.
1 5 . 1
iy 2y |oag ey = e aalfy = fablry +oval = i
2 i 1
ay o5 "'!'-"':Ez?' H‘la:.[ﬁl+.52]='3'
TOS L iy B0, T
5L @ Lui id 5
(141) @y Py + Ga)® = ; : ay % 8, lﬁ ;
; 1 t
aalyy + ve)® Tt ity 38, = — .
=]
ay 8- ay Bly + 3 - <
3 3 G
; i i L
ity 1.1[.31. + Bt = ity 3:[? + E.l —_ E "

o

x

1
@y oglyy + va) - E'
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Avesl sistem de eonafil se resnlvi destnl de ugor §i se ajunge astlel la pri-
ma comcluzie a teoremed,

U] Dervoltérile (6], (7) pot fi fdcote =i confind acelag berinend ca g
E:l;z-:ulLﬁﬁ]r—. corespimzitoars ale solufiel exacte (2} 5 in alte condifhi decit
al,

%3 presupunem acum cd Fy o (7, ¢d cel pufin voa dintre derivatele partiale
din [B) este diferitd de zero ¢ <l In achimb avem

it (Fle < (Ve 4|2} f.=0 [Elr.+ X F f‘i e
(1L |_f.|_1'].] ! |_d.a:|._ v ||’iz|].1'lru ||--3'_:.' Ilr. e |.13.‘: Iu ¢! I.’!-'_]'n‘l':'rI
in sceste condifii dezvaltinile (6), (7) vor coineide pina la termenii in

inclusiv, cu dexvoltirile (2) daci parametri vor satisfaceurmittorul sistem
de cruali

(A gy + 2, =1, (A0 iy my g oy = ; i
(A el | aaf= (Ag) By | 5g— ) =0,
(1] aglyy + v — 84 =0, % a8 + Bu® = %J
(4 aala+ vt = o () adf==.

(g aamlsy t P = (da) gy = oo

(i) By + Ballva + v = 13 (Al ay By + o} = ; .
(Ay) @ Bilys 4 yad = - - (A @y By H :

(A Bem By=0, (Aw @Begyi=—1

(du  daegye= %= (A oyl = :l ;

(i) e 38 = e @By + 8 =1

() ay By’ + &) = % '

Trintr-un rafionament destul de simplu se ajunge la concliteia o acest
sistemn de ecuafii nu admite sclulie reala,
Tntr-adevir din conajiile (4,5 si (d,y) deducem cid fiy = v, = U, decarece
2y # 0 5 @y # 0, altfel n-ar putea fi satisficute restul ecuafiilor. Din (Ag)
(Aq) 5i {4g) obfinem stundi §, =y, = §, iar din (A5, (Al (Aaghs (A
e {Ag) urmeazd o

t+E=y+tEF=a=4F —:: .
Apoi din {4, si (d,) rezultd ci oy = & - Za,, far ecuatiile (4,) 5 (dy)
rezolvate in Taport cu &, @ 2, ne daun atunci

1 1
F'IJ.'_E bt '::2=_I:':_.Er
a



Inlocuind aceste valori in ecustin (4,) obtinem ecuafia
Ba? — M -] 4 =10,

care nu are radicini reale §i decd nu existd formule de forma {4}, (5) en
ordinul de cxactitate (A7),

o) Dhacd in sfirgit nici condijiile (8], nici (11} no sint satisfaente atoned
desvoltdrile (6] 5i (7] ale soluliel aproximative nu eonfin acelagi termeni
ca si dezvoltdrile (2) ale soluliei exacte s deci nn exista formule de forma
[4,, {5} en ordinul de exaclitate O{h%) pentru sistemul (1),

Astfel teorema este complet demonstrata.

Asadar tn condifiile (R, loind pentrn acel parametri care pol [ arbitrard,
de exemplu valorile 8, = B, = v, = v ':I E VP S < I,
avermn urmuitoarele formale simple de tip Runge-Kutla cu ocdinul de
exactitate (A, pentru sistemul (1)

i I bt b N . 5
(12) Flxg 4+ 2} = 3y - I ky + :'ﬁ'ﬂ- Elxg + &) = 24 - %EL + ,;E e,
tinde

kI Hifu- e 3|.I- 0 = E1 = -'Iiﬂ{ﬂ-m_.lm iy '”'_:'
3 ¥
ka El.Feru -|— .lE'. Yy —_ ;-“:1- En + ; é‘}.l
9 L 2 @
(13) s,=ﬂef-{xn+;ﬂ-. vock Thofh 2h, 21),
2 o 1
.!:=kf{_1:u—3.l’r, Yotk ¥ bod Tt k}
2 1

1=kﬁ[-“"l|-_;'k:- 2:1+::"I‘!J_1."I|1+Ek1| g %-?h]'
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ATPROKIMATE SOLUTION (O A NONLINEAR INTECGRO—DIFFERENTIAL SYSETEM
Or VOLTEEEREA TYIPL

[AlLbstrac

The nponlinear integro-differentlal system of Vaoltorea tppe (11 = consddered and weder
fiypoetbess 8] o class of Runge- E'u.tl:.:. type formalos of u;-: foxm (#), (5}, of ordex O[h%)
Lor systesh (1) ig derived,
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