. MATEMATICA

UNELE I'ORMULE DE TIP RUNGE-KUTTA €U ORIMNUL DE
DE EXACTITATE PATRU 51 INTERVALUL DE ABSOLUT
STARILITATE MARE
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1. Fwirodgcers, 34 presupunem cd peotro rezolvarea numerichh a pro-
blemed lmx Canchy

{L.1) Yalx} — f{x, ¥ [x}} Yoix) =¥,
unde f: 0 R —=R pe melesna de poncte cchidistante x.., = %, +
+n—=1h n=01 ..., N —1, s¢ foloseste 0 metodd de tip Runge-

-Kuntta cxplicitd B—XK,, , cu ordinel de exactitate p osi rangul q; n,
q & N¥ definitd prin

0
Ya sl = X5 i }IEL-.ikil n '”l- I.l 2| [RCRCE

.k'l = ."'-I:x.u-' :"'.n.]?
k= fx, —ah, v, +h bk), i =23, ..., q

Voo flind valoarea aproximativi a ot ¥ _[x.4), 187 a, o, by, siot aiste
parametrl care se determing din condifie ca metods [1.2) =3 aiba ordinnl
do cxactitate p 51 cventual =i satisfacd s1 alte condial.

0 metoda R—K, , explicitd, definiti de relatiile {1.2) se mai poate
reprerenta prin tabelyl (matrice trinnghinlark) [1.35t

g by
g by bae
(1.4 By ba be ba
gy hq:l. h“.u 1];1-..3 aLa 1-|'||'1|—!
G G G een RSy

2. Defimifii. O nofiune foarte importantd oc trebumie si caracterizeze
pometodd de mmtegrare numericd aplicabdld en secees in practicd, este nofin-
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nea de | agsolsd stabilifate™, [2]. Pentrua defini accasta notivne i aplicim
metoda B—K, , (1.2) la problema test

(2.1} Y =ay, w1 sk
Se va obfine relafia
(2] ¥ah' = Pylh i,

unde Poju} este un polinosy de gradul o Tn u = hj
{2.3) Bylu) = ﬁ By,
1-.0

4 carul coeficienti By, j=0. 1, ..., q sc pot cxprima in functie de para-
metri gy, by, o ai metodei (1.2}

Defingfia 1.2 Polinomul FP.(u) sc numeste pofinomul de stabilitate a
metodei R—K; , (1.2), iar muolfimea

(2.4 &5 ={u = R||P, (o} < 1},

e numeste repinnea de absolut stabilitete a metodel {1.2]

Refinigia 2.2 (7. Lambert, [2]) Metoda B—E, , (1.2) s& numeste
abslpd-alabddd (zau q.1:n= .f-.'rahlﬁ] pentru gn g = Ik dat, dw.ﬁ [Fnlrn st
11 @vVETTL

(2.3) Folu)| < 1,

adici uw = 3. In caz contrar metoda (1.2} se numeste ohsolui-instabild.
Este cunoscut, [2], faptul ¢ pentm o metodd R—K.  polinomul
de stabilitate desine

[2.6) Byn) = ’i —ud é B,

Jap+i

gl deasemence ¢d regiunce de stabilitate = este un interval de forma 2 =
= (—a, 0), cu a >= (.

Pentm metodele R—E, ;, posibile pentru p =1, 2, 3, 4 intervalul
dc absolut stabilitate este acelasi pentru toate metodele de acelasi ordin
p. interval destol de restrictiv, Astfel, metodele E— K, an intervalul de
absolut stabilitate § = (—2, 78 0). Pentro a constrol metode R—K,,
e iotervalul de absolut stabilitate mal mare este necesar cd considerim
metode cu o = p, deogrece polioomul Pola) conbine in aoest caz un nomir
de parametsi 8,10 Bpges o.0. 8y care se determind in sensal optimizaredi
intervaluloi de absolut stabilitets & metodel. Mentiondm o acest sens
rezaltatele obfinute de JT.D0 LAWSON 31, [4], C METEZGEER [5],
F.J. HOWEN 1]

P.J. Howen, (1], deduse velorile optimale ale coeficientilor [§, j =
w=p -+l p42 ..., q a1 polimomulut de stabilitate P,(u) in caczurile
p=23 4, qempi41 p+2 ..., 14 5t intervalele de stabilitate opti-
male in fecere din aceste cazuri,
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3. Construfrea peai clase do mefode B—KE,,. Plecind de la conoasterca
coeficientilor &, j =p + 1, p #+ 2, -...q vom construi o clask de metode
E. -'E:-iq cu g > = 4, avind coeficientii a;, ¢, by cxprimati in functie de
B, j = p + L. 4 Dacl la aceste metode vom Iua pentru %, j=p+ L g
1.-.-1]-::.1111_ aptimale deduse in [1], atunei aceste metode vor fi optimale, adicé
dintre toate metodele B—TFy; cu q fizat metodele deduse de noi vor
avea intervalul de absolut stabilitate cel mai mare.

Farh a face detaliat caleulele, calenle foarte lungi dealifel, vom da
desvoltirile in serie Taslor dupd puterile luih pentru ¥ (xq44) — V [z, -~h)
s pentra valoarea sa BRTOXIMAtIvA ¥na

(3.1) V (%0} = 4 - S REDE B DE 4 D9) 4
¥ jiw[f:*uf 4+ [T+ 3DE,DE +~ D) & 0,

unde t = fix_, v, ). f, = fix,. w,| iar

p AL I K -'?|_|::E_ ":'r':"-n Tu gl
(3.2 DH = [ Ef b o
(3.3) Va1t = ¥y BB | HEDE - BB — LB, DH)

[ WOBEDF + L By TR L+ 8,00 D ; Bl - O(he),

In desvolarile acestea cocficientii %, By sc pot exprima in funcfie de a,
- hyy astfel

= 2 Pt ; il = C hya
El = E.I fa E IE s

ra "'II ..I LE|EI_1 Ehlhﬁ'k
r?‘il =ﬁ‘-‘lﬂ:| F-"n —2'{..2]1 '|.

b =1 =1
By = E e ¥ gy Ba = E i
[T gz L=l

Nu intimplitor s-a folosit in (3.3] si (3.4} notafia 6. Be P Pu ol se cons-
takd, ';I_pl_‘i_l_':l:ll::l o metodi R—K, , on p= 4 la problema (2.1), i & Py
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Ba. P st chiar primii patro cocficienti ai pofinomului Fyiu), iar urmitorii
coeficienti ;. B. ..., By sint daji de relatiile

] =1 ] =1
= E L'lE hle .l-J'Jk E bh-uﬂ!_.
It 14 . (o

¥ 4] 1—1 1 i k-1 a-1]
(%3] fra - E y E by 3 b E b, E By,
nma I=% k-4 PR | bk

Pa = by slyong-z - .. Dgghyby,,
Vom consirol o metodi R—K,, eu g = 4, generatd de tabelul (3.6)

1 0
12 (38 18
2 [0 by gy
]_ll-ra ;'D I'J.:,u i b:.
12 i o bre. o by
(3.6) '. : i ¥ :
142 0 byss ' R | g
]Ilﬂ- !.] i:ln_-_'_g : ﬂ r-" i h-| Sy 3
g =t/d—1| 0 —td—t)2 o 0 (412
ag =1 |0 —1582—t) SO0 00 T e
i i . 8 — th
L6 (1 —(1/3t4/8 0 ... 0 & 0 0 0 1/3

FPropozifia 3.1, Metoda de tip Runge Kutte definith de (3.6} ure ordinul
de exactitate p = 4,

In adevis dacd ne servim de relajiile (3.4} in care o, o, by sint luati
de la metnda (3.6) obtinem
=1 By=T2 By= 16 B = 24 Bu=1/3 By - 1/12,
P =18, f=1/4
Lo acesli coelicienti se constatd c& desvoltirile (3.1) 1 (3.3) coincid

pind Ja tesmenii in bf inclusiv, wstfel cd metoda (3.6) cure ordingl de
cxactitate p - 4.

i S5 analizim metodels EHTH':-TH‘I;L- -L‘lﬂ [.:f{‘;} TiL q,".|:|l,g:|1'ik|_- 'I}H_rt'_‘_‘"]&"-‘J q = 5
Mg =& Pentru g =5 metodele R-K,; sint definite de  urmétoares

achema
1 1
1! |3_|'H I/
t,

2
et [0 4t At

| O —128(2—1) 0 4 -tP82—1)
| 16 (1)6)—(1,8t)  4/6 il i

i3.7)
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Din egalititile {3.5) se pol obfine cocficienfii necunoscuti ai acestei
metede in functie de coeficientul B; rimas sedeterminat, adici de fapt
parametrul t in functie de B,

38 t =2 — 14885,

Dach pentrua §; s ia valoarea optimali din [1|, atenei metoda’ (3.7)
astfel obtinutd va avea intervaiul de absolut stabilitate § - {806 H}J.
Pentry q = 6 metodele R—K, o de forma (3.6) sint

1 Co
iz | 381
B9 12 | 0 b, by,
tid—t | 0 —id ) O dtid—rp
I LG —8E2-g 0 0 (4 tpE2—t)
| 16 (ue—@Ey 45 0 0 1/3t

Din sou cu relajiile (3.5) se obfin cocficientil necuncsenti din (3.9)
in funcie de B, 41 5,
51 IR WS S |, Sl TR SN, SRR S, S T
& T E mramt YT airag? E20d; - 4R
. Dacd acum pentra §; §i f§, sc iau valorile oplimale deduse in (1], atunci
intervalul de absolul stabilitatc al metodei (38) va 0 8 = (—8,82; 0).
In cazul general al metodelor R—K,, cu g = 4 definite prin taheliil
[3.6) avein
CPROPOZITTIA 3.2, Cocficientiit metodei R—K,,, q = 6, generate de
tabelul (3.6) s cxprimi in functie de coclicientii By, j = 3, q ai polinomualui
de stabilitate Pofu} prin relatiile

1 A

-11 ] ao— Lo m-l —_— _E_:
fi-F) a2 2 a, ' bo ey Ao
b THTAL
unde
(3.12) A= EI‘ By - 38, m=35q—2

ima -m|-&

Pentru demonstratic s3 coonsiderim relatiife’ (3.5), scrise peotro coe-
ficienfii metodei (3.6). S5c obfin urmitoarele ecuatii

E’q - By o %i'-h;—'.'.q-:: e E':E = t]ﬁﬁr
bq—'.',q - ||1-'||— e %h'., -|,-|—4] = [‘.il:'...‘. — 1) R
(B03) byngoaboaa-sbyou = s Baaa- s} = 62 — ),
bar.q sbasas o B b [bart 5 bes o 62— tao
.L'u—z.ﬂ—'l-bq—ﬂ. n—4 --- by bbb = 8 - 1:I"[E s t}ﬁ‘ﬂ
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Egalitatile (3.13) constitue un sistem nelindar de g — 4 eenatii oo
q — 4 necunoscute by, bug, .. bgosg, t0 deoarece

{3.14) baw-1 =12 —bgg:m=4, 35, .... 00— &

Rezolvarea acestui sistem se poate face din aproape in aproape, foce-
pind ce ultimele doui ecuatii si se deduce, pentru m — 4, 5, ... g

I Fq mta ___E‘l-_'l_i.-!-i -~ Fg_1 %Py
E '::I||_n1—'“i | I"||| T EQ' 1 _'.hl

(3.15) g g Byomss * Byomsst oo By -1-|'-\.q-
Po—m=3 " Py_mia | oo T By g TR,

Din prima eccuafie (3.13) se gliseste
(3.16) £ 2 — TH2(E + Bt oo T Beus = B

fn sfirsit, dacd facem notapia (3.12) in (3.15) & (3.16), rezultd con-
cluzia propozitici 3.2.

OBSERVATIE. in afara faptului ci metodele R—K,o q =4 de
forma (3.8), au un interval de absolut stabilitate optimal dack By, j =
= 5. q se inlocuiesc cu valorile optimale din [17, ele mai prezintd avantejul
cd au multi coeficienti puli si astfcl sc poate economisi din capacitates de
memoric a calculatorului.
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HELUMAT

fit tuerare se constraisste o clasi de netode de integrare numericd de iip Range-Kutta,
pristri problemo hd Cauchy (1,71 metode ovicd ocdioul p = 4 & faagel g, q > 4, definite
di selsema (5.8). Coeficien}il acestor formnle se empeimi in fonclie de coclficlentli B, | = &, 9.
i polinomulnd (2.6 de stabilitate & metodel, for B coznl <& penten @ § = &, g, se lan valo-
rll= cptimale din [1], formulede generate de (3.8) devin optimale fn sensyl longimii interva-
lulmi e abecdut stabilitote,
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SOME REUNGE-RKUTTA TYPE FUORMULAS WITII LARGE REGION OF ARSDLUTE
STABILITY

{ADsLEact)

A closs of Bunge-Kutta type inleprotion formules for probilens (1.1) are presented, for-
wiglas pemszated by the sehone (3.6, The methods bave fourth osder accutacy and o-gta-
gk, q =+ The cocdficients of them formules are expressed in terms of Bi. § = &, 4. the oouffi-

cients of stability polvocmial, by the equations (L11} and if py § = B, 0, take the opiimal
values from (1], then thest: forninlas Decomne optimal from the stal It pr-.-ﬂ;:. o wiew,
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