CONSTRUCTIA METODELOR DE APROXATMARE A RADACINGE UNEI
ECUATIE (IT)
de
AWITREL dd A

in aceastd parte (11} a prezentel lucrin exprnem gencralizarea roznl-
tatelor primei parti (T} fef. [3]), extinzind uncle metode iterative din cazul
real fn eel opersfional. Sint date noi metode iterative modificate pentru
rezolvarea ecnatillor operationale in spatii limdar normate, impreund «u
o metodalogie de constructie ale lor

1. In prima parte (I} & acestei luerdn (ef. [5]), pe-am ocupat de pro-
blema construcyiel metodelor de iteratie (san M} pentru AproximAarey
unei ridacini {san solutie] a counafiel reale

AR fix) =0, x = R

In continuare, $i deci in accasti parte {11 a ligerarii, oo worn acupa de
acceasi problemd pentru ecuabia operationala

(1.2 Plx)=H, x = X,

unde P este un operator, In general neliniar, P ¥ -V, X Y find spatin
liniar mormate, iar B este elementul nwl din Y.

Constructia (MI)} pentru cazul ecuatiel (12) este ahordsti pe doud cdi
51 anume: !

1) O apumits (MI) cunoscuti [sau construitd) pentrn cenatia (1.1)
se trenspune pentra cenatia (1.2) printr-o transeriere formald, dind semnifi-
catii corespunzitoare cxpresiilor din R o X, urmath de o analiza a validi-
tifii lor. Asa se procedeazd im Ineririle 17, [37. (41 [11] etc: -san

%) se repetd un caloul asernindtor celui din cazul real, inlocuind funciia
£ prin operatoral P, drezpta reali R oprin spatinl X, cosstantele reale prin
apumiti epetatori ce se determind pe biza unor conditii ete. Citdm in acest
seps lucrarile [21, [2]. [14], [15] ete

2} Pentru a rezolva prin aproximajil succesive ecuafia (1.2) este wtil
i punem in evidentd un alt operator G In asa fel incit si fie pastratii echi-
valenla

Pix) =0 =x— Gx)=86 ¥x=D
unde G: D¢ X - I, D fiind domeninl ce confine ¢ solufie simpla x*
n ecoafied (1.2).
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Agadar, Inlocuim resolvarea ecuatiei (1.2) prin rezolvarea ecunatiei

{Z.1) x = (3x), ¥ = I,
pentru care definim siral (x,) deelemente ce aproximeazd solutia x®, astlel ;
{2.2) Egpt = {};{:_.:u], hoe N

unde am notat X — {0, 1, 2, ...} In acest caz spunem ¢ operatorul
G: D — D este un speralor inferaiiv atagat ecoatiei (1.2), lar relatia (2.2)
o numim mefods tofeealivd (son de onerfie) {cf. 18) s8i 0 notim simplu  prin
(ML), :

3. In constructia {MI) cc urmeazd mai jos, vom urma prima cale mwen-
Liomatd mai insinte $i de acees ne vom servi de rezallatele primel pérti (I)
(ef. [3])- .

3.1, Metoda peneralizatd a drefifelor fawgente (saw mofods Tnd Newdor-
Kanlorovics), Fate cea mal cuncscuti (MT) avind ordiond de convergentil
doi si probabil, cea mai frecvemt aplicatd la rezolvarca multor Eﬂt&g@!ii
de ecuatii. Importanga i, iai ales n rezolvarea sistemelor de ecuafii neli-
niare, et bine reliefatd In loeririle (8] 31 9], Cu toate acestea, principala
tirnitare a e, 5i de fapt a oricieed (MI), este aceea i sirol {x) definit
prin farmela [3.1.1) nu converge citre solutia ecuaticd {1.2) daci clementul
de pornire [san inifial} este arbitrar, Hirul respectiv converge oumei dach
acesl. element, x,, este | suficient de apropiat™ de soludla cantatd. Cu alte
ciivinte, convergenta sirului (x.) de elemente aproximante are un caracter
lacal.

L.V. Kantorovici ([11]}, pornind de la metoda clasici a lui Newton

In Ir In f':-In] II'F\.I |:I.“:|. n = N

o se gplicd ccouatiel (11), propuoe drmatoared variaots prhﬁn cruakia
(1.2),
(3.1.1} X 1= X, — LBz ), n = N,
unde am notat ') = [P'x,}[*™* = L{¥, X), Pi{x) = L(XY) fiind deri-
vata Fréchet (un-operator liniar din X in ¥).

Pe lingdi aceasta sc mai di §i metoda iterativd modificatd ({MIM)
faau metoda de iterafie en memorie, cf, [18]) corespunesitoare celed de baza
{sam (MIB)) (3.1.1} 3 anume,

I:.Sll:lll Hei1™ By — 11‘.1-.'{3“]! n = E-.l

cafe, de asemenea reprezintd transpuncrea din cazul real in ool operajional
a (MIM) a lui Newton,

o = %y — )P, n=N
Aceasts din wrmi, pentru cazul real, are urmiatoared interpretare

geometticd : en dreapla tangentd in punctul (%, f(x,)), la curba y = I{x),
s due drepte paralele {translatii de drepte) ce trec prin. punctele [x,fx,}],
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{w=1, 23, ...}, drepte pc care I interséctim cuaxa v 0| pHimim
uotle apromimalii x,.q-

Pe o astfel de idee se bazeazi 31 constroctia (MIM) a hiperholclor s
parabolelor tangente -(cf. [16], [17]}. Tusit, calenlul respectiv este destul
de complicat chiar pentru aceste curbe de gradol 2 s se pare i on s
generalizeazd ugor atunci cind se la in considerare hiperbola san parabola
avind gradul 3. Putem constata, mai jos, ¢ii modul In care imtroducesns
nod operatorul iterativ pentrn o (MTM), di aceasta posibiliatate de genera-
lizare.

Comparind intre ele formulele ce definese anumite (MT), s poate ob-
serva ci odati cu cresterea ordinului de couvergenta al lor, cregte si gradul
de dificultate in privinga posibilititilor de aplicare decatece, formulel
respective sint i ele din ce in e mai complicate.

3.2, Maoda generalizatd o hiperbolelor fangenie, Aceasli (MIB] este
construitd prima datis de citre MA, Mertvejova (of. [13]), uirmind prima
cale metiomatd mai sus.

Pentru cazul ecuatiel reale, am ghsit wrmdtoarcle expresii (el hl):

5 Tlxgl

hglx )bl = 1 4+ 12 E:f."_ﬂ;‘-éi Rgfx, b = — 12!
(X )

iy Fbxgl 1%}

unde am notat hyfx,) =1 -— 1/2
E¥[xy]

Daclt le transcriem acum pentra cazul couafie (2.1}, atonel pentin
elementele h,, hy,, by = X, obfinem:

H,{x )b = Th — 12T P"(x )T P{x, )b = X,

wnde prin I am notat vperatorul identitate din X, adici I{x) = x, ¥x = X,
Apod,
H,(x,)(Bihy) = hy - 12I,P"(x Jx b, = X

i
IL,(x 3 (Bibyhy) = — 120, P7{x Jiyh, € X
In consecintd, Hglx,), Bl = L{X, X) 5 B = LyX X| {operator biliniar

din X in X). Cu ajutorul Jor definim cpueratorul iterativ & atagal ecuabie
{1.2), prin cgalitatea

Gi{x) = x - (Bl + Bix)([' Fix}), ¥= = I}
Tinind cont de proprietatea (2.2}, dedacemn

{:3'2'1? I'I'.|'|'| = Ry T H_%{-xl}[r:l}.{xu]:ll h =N
Pentru (MIM) corespunzitoare definim operatorul iterativ astfel:
Gix) = x — (B} -+ Bgx)(I',Pix)), ¥x = I},
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adivi cu ajutorul operatorilor de mai sus B!, B2 definiti pentru elementul
inifial %, Aplicim din oou proprietatea (2.2) operatorului G § awem
B2 =%, — Hy{x )1 — 120, P"(x,)(x, ~ %) J(CaPlx,)}, u=N,

rezultat la care R.A. Safiev ajunge pe baza interpretirii geormictrice mal
sus amintitd.

Pentru (MIB} de tip hiperbole tangente, avind ordimal de convergenti 4,
pornim de la expresiile (cf. [5]): : ;

h'l-l:h'll:l - El T T|IIE I':‘El
Bt i

u i

halx )bl =1 — 1250 4 154 |':-: e _ﬂ]h "
]11: : d
i ]I.'w{a & _q fF.’_“’ o
£ f

o e i g g
hafx )bt = 1igfnte _ jafs | el 7 g B
1a(%, JT? 1/G 5 ¥ -1 1_Eﬁ|l.3 & 3 }hn

ni n ] f|| .

. .
hyix, )bt = 1/4 ;_ 16 =

= In
tode am notat fx) = [0 j =0, 1, 2, 3.

Trecind la cazol operational, avem

Hy(x) =T — T P"{x )T Pix.]) - VEE P (x WL Plx,)* = L{X, X}
ILix) By =T — 120, P (TP} — 1020, Pi'x, — 160 P (1 P )x_ -

+ 1T, B T Px,) — 160,72 s = L(X, X)
Ha(x,)Bih, = 16U,y (T, Pk, — 1/2T,P."hy + 1/80,B sk, —
12T, (P %, by} = LiX. X}

Hylx JBIhh, = 141 PLT Pohhy) — L6012 "h b, = LIX, X)
vl .h“'., ]'I-,, hu = X

Apoi, delinim operatorul de iteratie G, pentrn (MIB) si [MIM), jrrin
Gix) — = — (B + Bix + BIx(IP(z)), vx =D
sl respectiv
Gfx) = x — (B 4 Bix + BxI)(C,P(x)), ¥x = D
pentry care obfinem pe rind cele dowd (MI),

(322 %y =3, — Hi* (x 31T L2, P{x ) [T, Plxfla = N
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5l
B22 m. oz, — Hyie [ — 120 B0 (TR + V6T 2 (TyPolix,—
20, B, — xg) 4 VAT (TGP (x, — xJ7)
1/6T, Py ix, — xR T\ Pl n = N

unde am notat PU{x,) = P, ; =0, 3.

3.3. Metoda generalizatd a parabolelor tangente {san meinda lui Cehiser).
Este construiti prima datid de citre NP, Necepurenco (cf. (14}, urmind
cea de a douna cale mentionati.

Dimpotrivi, noi o construim urmind prima cale, adicid ou ajutoral wype-
ratorilor (cf. (5])-

Al=T | PP NI = LK, X)
Ay = — 120 P (T Pixih, = L{X, X}, by = &
si a eperatorilor de iteratie pentru (MIB) s (MIM), definiti prin cgalitilile
(fx) —= x — (AL - AIP{x))D P}, vx = 1,

Cix) = x — (45 4 ARP ()il P{x]), ¥ = 1h,
obiinind pe rind
(3.3.1) x4 =x,— I e P x (TPl T, Plx) v & X,
nlz:zultutull din lucrarea amintité [14];
51 Tespectiv
@3a.y Eagr =Xy [T+ Tul iP5}
Y PR TIAR TER 1N 8 TER TR R

rezeltat oo coincide co al i RA, Safiev, [cf [17]).
Amintim faptol v in luerdrile (3] si (4] se face o ampla prezentarc
a {MIB)} (321} gi respectiv (3.3.1), dind totodata si o vastd nblingrafic
In continoare, trecem la comstructia (MIB) avind ordinul de con-
vergenti 4 si respectiv la (MIM] cotespunzétuare ei.
Considerdm urmitorii operatori lindari din X In X {ef. [57):
Al =1+ I i G I T R ] A el (T P P — 121 i
Ay = 120 (TR e — 321, Py (0PI — 120, E R
AMyhy = 120 BT PLIE R N hy)) — 1250 A L s A T PR B
¢ pperatorii de iteratie
Hx) = x — (Al — AIP(x) + ANl Pz}, ¥x = I}
gi respectiv
Gix) = % — (A3 -+ AJP(x) + AJPHx))(I,P(x)),  ¥x =D



pentrn care obfinem pe rind
3.32) %,y =3, — [L+ U20,PALR,) + 120, PYIPr(T,2. —
— L6 Po,P¥]ICP). meX

§1 1— '.‘r E -
B3 xm=x, — [T DB TP — 1/2TP(,E) 4
T VAL PT WPy Kolx,)) — 16D P " Eifx)JT ). neN

unde am motat Ki{x} - ([P, — 3T PO(C,F,) | (TP, gi PH{x,)
= P,

34, Meloda generalizatd a combinatiilor liniare (sau metoda lui Kaaric),
Cu scopul de-a coprinde imtr-o singuri formuld mai malte (ML) ce an
ordinul de convergenta 3, In. la. Kaazic fef. [107) considera nrmitoares
clasa de (MI) ce depind de un parametro rcal 2,

B41) x,, =x, — Azllx) |1 + 1= *r,f”ix.::l;v{-nﬂ}ffnrfxnn. 0= N

unde am notal prin Hyfx ) = T — 3/20 F"ix )il Px,})

MNoi am aritat (cf. [3]) cii aceasta [MI) te {i obtionti: dintr-o anu-
mitd combinatie limard intre (MIN3.2.1) & (3.3.1). Aplicind acelasi rafio-
nament pentrn (MT} (3210 =1 (3.3.1), am obtinut a1 [MTM) COTES M-
toare {cf, 7).

B0y x, = x,— Hidg{I 4 {1 — A [TBHT P, -
= VAT ¥ (gF )] — M2T Pyx, — x 3TP,), n = N
Evident cd (3.4.1) si {3.4.1)" contin cazurile particelare (3.3.1) 8 Tes-

pectiv (3.3.1) pentru k=0 gi (3.2.1), respeetiv (3.2.1) pentru 3 = 1.
Pemtru & = 2 obtinem (MIB) prezentata in [20° s5i respectiva (MIM) EXPsD
de nw In [G).

Pornind de Tn (MIB) (3.2.2) s (3.3.2) putem obtine o noud clasi de
IMI) ce depind de un parametru real, In acest scop introducem ACeeRs

notatic d, = x,,,— %, in cele dond (MT) i mai notim ¢, - I Plx,).
Avem

dy + P d, — 160 T hd, — o) — 1/2F P = 8
s

d, — e, + 2T, Pych — 120, PLPPrelle, + 1/60. P/ "t = §
Amplificdm prima relatic cu &, pe a dowa cu {1 — ), le adundm si apoi
izolim din non d, in memdbrul sting, obtinind astfel (MIB)

1 —24

(3.4.2) Sarn = % Hadlx) [T+ 122 pr(rp,) <

+ S IR PUTE)) — 2 "nlﬂ;”[rtfn}‘} (L), n =N

L]

unde am- notat Hy; x.) = 1 — AP(FP,) — M2 PP, =LIX,X)
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(3.

fn med aseminitor, pentru (MIM), din (3.22)" si (3.3.2)" deducem
520 m=, o HEED LI RRIIR) -
— (1 — W [L2T P (I, — a0 Py (TP K )) -+ 16T P Kilx,) | —
A [1/2T 25 (x,—% o) — 16T P} (P) (%, — ma} -+ /4T P (ToPufx. — =) —

— 16,2}, — oI (TB,) 1 = .

[A COMESTRUCTION DES MRETHOLES [rATROETIMATION D'UNE RACINE D'UNE

ELQUATION (II)
{TRamai it

1izne oatie T 1_»._[1_1.;\- e ['n-u_-n;ugg W LSS la EEILE-'IH“,HH.“II"- des pesultols A« 1a

Time partic, cnf, Uexfeingen des cestaioes ndthedes indratives ({3017 du cas real duns e
cas operstioneel. s sunt dennces des noavelles mcthedes 'indration il fees [MIED) pou
fes dpuaticnd dans des sspoced Tieaites normdes, aved Ta methodelogie de loirs ennstroction
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