" " 1. MATEMATICA

CONGRUENTE IN n-SEMIGRUTTRI

de
MARIA B I'OT

Definitin congruenjelor n-are se transpone de la algebre universale
la n-semiprupuri. Se stie of fncazol binsr Jaticea congruenfelor pe um
grup este jromorfi co laticea subgrupurilor normale ale gropulul; accst
izomorfisto permite si se identifice congruenfele unul grup <u subgrupurile
sale mormale. T grop factor in raport cu o congruoenld are o singurd
clasi vare este subgrop normal al grupulni si accastd clasi determing
grupul factor. fn cez near [p = 3} cxisti descompuneri in clase de con-
grucnjd care si nu posede o astfel de proprietate, motiv penlri care vom
face distinctie intre nojiunes de n-grup (o setnigrup) de clase de restor
{definit de o congruezid] ¢ cea de n-grup fn-semigrup) fector (definit en
ajutorul apumitor sub-n-grupuri respectiv sub-n-semigropuri).

Pornind de la determinarea unor conditii in care un sub-n-semigrup
al unui m-semigrop sa fie o clasd rest in otapert ey o congruentil, in lucrare
stabilim ¢ pentru n-gruguri, orice sub-p-grop semiinvariant determind
fn conoruentd unick astlel incit ol sa fie o clasi de echivalenfh in raport
cu acen congreentd, Tesultat care il generalizeazd pe el similar oblinat
de Timn |4 pentro n-grepuri comuotative. Menfiondm o Crombes g
Six [2] afirmi [firE demonstratic) cd rezultatele ol Timm pot fi extinge
pentrn nogrupurl oarecare.

Numini p-semimrmop perechea (A, o) unde A este o mulfime gi

0-A% & n '-"l'E"'aﬁ"-' n-ati :'.m-:'iaﬁv:i, adica ¥ 3= ¥ T o S e 20— 1
gik=1l ..., n avem?
I:[E], SRS .‘I._:In, Angr- <0 ooy GlEr !:Er\- e - P RRR - | s o |- TSSEE il.1|1_|:|.|,. Bleqmir 1 e
Varg Ngm '.:'|.

Syhmultimes H A cste suben-semigrup al psemigrupului {A, 4]
dacd ea este inchisi In raport cu operagia n-ard, deci (H, ..., H}y C H
Sub-n-semigrupul H se numeste surjectiv dach (H, v g = H

Submultimes I A este un i-ideal, i = {1, ..., n}. &l n-semigrupu-
lui (A, g} dack pentrv orice 8, .- &i—); Bipn o0y Ay S Agoice x =1
gvem (R, o -.. 2121 E Bjgn e ajy, =1, adich (A, ..., T T
A, ¢ A, Pentru simplificarca scrierdi notdm produsul de mai inainte prin
(AUTTAT),. Prin conventie (A 1TAV), = (A= 1), 5 (AMIA= 1)y = (TAa_i)s.

n-Semigropul (A, 4 se numegte p-grup 3] dacil pentru atice 1 =

=1, ..., n 5 orice alegere a clementelor a,, ..., 8. e, o0 Ay & A,
aplicatia f: A — A Lix) = {25, .0 M-n X B ooy a,), este o bijectie.
Solutia ecusticl (a, ..., a. X]y =~ a se numegte element transversal al luoi

a gl se nefeazn prio 4.
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DETINITIE. Fie {A, ) un n-femigrup. O relatic de echivalentd p
De A se numeste conpruneld pe (A, ) dack e este compatibild cn ope-
ratia peard de n-semigrnp, adicE ¥ g, bh=Asi w, Iy = paode=1,
4 ..., 1 avem | ERSMERE - W T s S balo) = p.

Pentru orce a = A definim clasa rest io TEpart cu congruenja p
ve fiind submultimen Ja] - ix = Alx, u) = pho dar in multimea clasclor
de resturi smedulo palefni A, Ajp={lala = Al deflinim aperatia neara
(laa], ... lag]) = R Aaln] =g

Urmitoarele afirmetii sint imuediate -

TROREMA 1. a) Daci (A, o) oste un n-semigrup sop o congruentl
In A atunci Alp este D-SEmmigrig pumii n-setnigrupnl claselor de rectur
medulo oo Aplicagia a1 A »Ajp; p¥a) = [a] wste un omomortism sur
Jeetiv

b) Omormorfismnl eanonic poInduce o aplicatie 2 moliimii sub-n.
semigropurilor ui A e mtiliimea sub-n-semigro imrilos lni Afg w8 mudfimii
Fidealelor (ideelclen) 1ui A re mulfimes d-ideslelor (idealelor) Tni Alas;
o AR

€) Dach (A, | este un n-grup, stunci Alp cste un n-grup (n-gropul
claselor de resturi modulo Pl # penlru orice y =. A avem [al=.[&]

Tinind seema de rezultatels vhfinute i cazal binar ue puncm- intreha
red : care sk congiucntels unui n-seigtup pentru care o clasd rest maddiila
p 5 fie sub n-setmpgrup al lui A, dar idesl in A ¥ Rispunsul cste dat de
urmiiilgarea

TEORFMA 2. Decd (A, ) este un U-SCMIGIUP 5 p oste o compruents
in A, atuneci

a} Submayliimea l[a’ C A este sub-n semigrup al at A daca si numai
docd fa] este clement idempotent in Ajp:

Bl Submuljimes [’ ¢C A este i-idenl (ideadd: i=1, ..., 0 al ' 5
setniprTupnlel A& dac flnumal dacl (2] este element G zero (wero) in Ap.

Demonstratia este imediaty wkiliz: d teorema 1. In particular, dack
(A, o) este n-grup, tcoremcle 1 ©) 5i 2 ne dan urmiitoarcle

COROLARE, 1} Idecd (A, ) cste 1 L-grup &g o congruestd in
A, submmltines Bl A a= A este sub-n-grop al i A dack B fimai
dacd 4 este lunitate s meunitale in n-propul Ale;

2 Tack (A, ) cete un egtup comnutativ @ g oo congroentd e A,
stibmulfimes /5] A a=A este sub-n-grup al lui A daca g otmmai dacd
fa] cste wlement cnitate in n-grugml Al

Am reglsil. mstfel un rewgitai oblingt de Timm pentru n-grupurile
comulutive {teorema 7.4 [4)).

Dindi-se o gonginentd p in wesemigrupul (n grupul] {A, .} existd
un sub-n-semigrop (sub-n-grup) unie care ese clasi rest in rapon cuo gr
ntrebarea are in general un Tispuns negativ chisr §i in cazul n-grupuarilor
spre deoscbhite de caznl binar, dupd com reiese din urmitoarele

EXEMPLE. 1) Fie A = 1. b, ¢} s operajis ternard ot A — A4 defi-
titd astfel:

Cd::-l{“i,'i R:.|.=_3.E=:C3 =

I:'.?'E“ Ha, xa]n i Kiw g Xy = A

& dacd cel putin 1o %, # ¢

Percches (A, ,) este un Fsemigrup comutativ firs unitate avind
douk elemente idemaotente o fl o Aplicind congroenta A, acestui F-semij-
gTUpn atit [a| = fa} cit si (o] = fe} sing sib-Zsemigrupuri in A

)



2) Fic A = {a, b} 5 operajia ternara comutativi 51 A" — A definiti
astfel 1 {a, &, a), = b: (o b b= bi(a, a bly=a; (b, b, b}y =
Perechea (A, ,] estc un d-grup comutativ firi unitate. MNu exista nic
o clasi rest in raport cu congrnenta &, definitd in A care s fie 2ub-3-
semigrup in A

Tovers, fiind dat un sub-n-semigrup H = A, existd o congruentd
a in A astfel ca H = Ajp¢ Pentru rezolvares acestei probleme introdecem

nrmitoarcle notiuni analoage celor imtroduse de Diwnte [3] pentru n-
grUpuTi.

DEFINITIE. Fic {A, ;) un n-semigrup si I & un sub-n-semigrip
al siu. H se numeste semilnvariant daci pentru orce x = A svem {xH" 7],
— (H*-'x)y. H se numeste invariant dacii pentru orice x & A avem
(xH=l), =, ., = [HolxH == ... = (H—x)y im 2, F .oiym—1,

{n cazul sub-f-semigrupurilor surjective ale unui n-semigrup putem
da wrmitosres caracterizare a sub-n-semigrupurilor invariante !

TROREMA 3. Tacd (A, 5) este un n-semigrup 5 H un sub-n-sen-
grup surjectiv al sin atone urmiitearcle afirmajii sint echivalenle :

a) H'este invariant :

by {xHe 1y, o (HxH2%), = (Hr—'x), pemtru. ornice X € A

Demaonstratic Implicafia a) =b} esie evidentli. Pentru a arita
ci b) = a) cste suficient s demonsttim cd oricarc ar fix SA 41 1=
=12 i.:; o=3din (- 'xH" 1y = (HixH=—-}, rezulti (H'xH"), =
= (Hi+tixH=—E-1], tntr-adevir, multiplicind ambil membri s primei
egalitifi Ja stinga prin II & la dreapta cu H de n — 2 ori g aplicind
asnciativitatea operatiel n-are si surjectivitatea ol H, obfinem egalitatea
ceruté. W

Crombez si Six [2]aundat nrmitosrea carscterizare in cazul n-grupmtilor
unni suben-grup invariant

TEOREMA 4 2], Sub-n-grupul H al nnui negrup (A, ¢ este inva-
siant dacd si numei dack peniry orice X = A avem

(% ....x ¥ H x}=H san (% H, & % .00 x)y=H

In continuare vom introduce notiunea de n-semigrup i-factor al unoi
n-semigfip in raport cu un sub-n-semigrup al sduo.

THOREMA 5. Tacid H este un sub-n-scmigrup surjectiv semiinvariant
al unui w-semigrup (A, o). atunci mulfimez AfH, 1= {-1xHT),; x €
= A}: i={l, ..., n} formeazi um n-semigrup o TAport cu operatia
nearh din A, Von numi acest n-semigrup, n-semigrupul i-factor in raport
e H.

Demuonstratie. Peotrs un i fixat, 1= fl, ..., n], fie
(H-x 1, = AVIL izi=1 ..., n. Desarece H este surjectiv gi semiin-
variant folosind convenmabil asociativitatea operatici n-are, sverm

((H lx H ), (e e e - (HTRH )y =

= [Hi 1|:.-EJHJ'- l}l.ll [_;{1H"" I]i' ~rotp ':L—IHT'_L}D' zrl-1l|':l-|':'[“.|]“='
= (HI-Y(H tx)e (H* %)y .- (I Xt} Ta)sH 7)o =

= (Hi7'xy, (H27 '3y oo (H 1% )o ZaleH*')o =
— (e HE),, (Y, o fxaegEPEYL 2 R HI T =
= ...o= (H Y=y, oo Hado HY, = A/H, i



Aceasta demonstreasd' cd mulfimea A/, i-feste inchisi fafs de ope-
rafis p-arii L' g oeum 7 este asociotivi rezultd o AJH, @ ocste um
n-semigriips, J

Observim of H' fiind semiinvariant avem A/ 1 = AGH, n.

Dacd H este sub-n-semigrup invariznt atinei o determing un n-semigrup
factor unic notat simplu prin AH.

It ipotezcle teoremet 3, aplicatiile f : & —» AJH, i £y = (HH-txH=-1,
i=1, ..., n sint omomotfisme ale lui A pe n-semigropul i-factor a fui
A in rapeit en H. Notind conpruenta indusi de Ty prin pms = ker d.
decarece [ {A) = A/H, i, aplicind prima teorem® de jzomorfism de la
algebre universale [1] resolth ci svem Ajpm; = A/H, i. Are loc uring
torul

CORULAR. Daclt H este un sub-nsemiprop surjectiv semiinvariant
al mnni n-semigrop (A, ), atunc existh o conpgroentd pr;. i=1, ..., n
asticl inell n-semigrupul clusclor de reston modulo prr,: 52 fie izornord
o n-serigrupul i-factor al lal A tnoraport co H.

Rispunsul Ia intrebares .este H o clasid de congruenfd in raport
€0 g7 este in general megativ. Tirep contracxempli serveste S-gemi-
grupul A = [u, b, ¢} [FExemplul 1 asterior] cn sub-F-semigrupul H
= {&, c}. Deoarcee A este comutativ, H este semiinvariant s (H, H, H),
= H. Cum {a, II, Hiy = (b, I, W), = {a] 4 (. H, Hly= [a, c}. resyld
el Aoy = {ln]. [e]} unde w] = fa, b} 5 [c] = §c}, deci H = Alpg

Totodatd elementy] ¢ fiind idempotent, o} este sub-3-semigrup sur-
jectiv invatiant 8l lui A 3i cum {3, o, ¢), -+ (b, e clp # U, v, ), rezulis
cd Alpg = {lul, el iar e} & Aoy, Mul mult, avem Afp, = Algpy
ceed o¢ ne indicE o p-semipropurile factor in report o dood suben-
stmigrupuri diferite pot enincide,

Urmitoaren  teoremd d5 o condifie sulidentd pendru ca wn suhen-
semigrup sl fie o clasi de congruent! modolo pu,p. adicd I — Afpg .

TEOREMA 6 Deci (A, o) este un t-semigrup si H un sub-n-grup
semiinvariant al siu atunci 7 = Mlegrprdi= L2, o

Demonstratic Conform corolaruluiteoremed 5, g ii=1,.. ., n
este o congruenlE pe A Fie hy, & H un element fizat din T gl Thy
= fx = Ai{%, hy) ')} Vom arita o H [h.]. Twtr-adevir pentrn
orice x = H avem

(F=TxHY i), = (H=Yhy, h,, ..., hy x)H=2-4, -
= (B, hy (Ba he o0, By X, H)y U407, | (Hi- b HHe—-1),
C {Hi"lhDHT_:_:lul iEI I:.H'l_‘}luilli i':l" — [HI_I':-::.- E- ceea By -I:II.I]!'I H"_I}T-C
CAHSL % (x, ..., hy, H)y H2—-4, o~ (S T H ),

ceed ce demonstreazd i [HH 'h H"-, - {(Hi-%xH 1, adici = c [hy> si
prin urmare H (= [h,].

Dach x = [h,], atunel (Hi-'5xH ), = H- "W H O, H. Cumn F
este sub-t-grup, din (A'7xH 0 reenltd of x = H, deci byl ¢ 1.
Tinind seama de incluziunea precedenti avem |hy] — H. m

Condifia din teorems & cste suficientd dar nm pecesars peilrn ca
un sub-n-semiprop ai e vlasd rest in raport cu o congrucnfi, Thrept
cotitracxemply serveste congrucnfa: Fie T un ideal” al unui n-SCILigrap
{4, o) (deci T este s sub-n-semigrup al lul A} Relagia ,, =" definita

&



=

a=h=smana=bsina"lgbeI ete o relatie de congroentd, 1ur
Al = ={T} U {xx = A~ 1}, adicd 1'& Af= desi [ oo este sub-n-grop
al i &

In categoria n-grupurilor vom demoenstra o sub-n-groputile semiinva-

rignte (si oo oumal ccole 1.1ranant4.fl joncd rolul sugbrupulei normal din
cazul binar.
U TEOREMA 7. Dacd (A, ) este un n-grup 8 H oun sub-n-grup semi-
dnvariant alb sfu, atuncl U determing pe A o congruenfd unich poon pra
prietatca cA H cste o clasi rest inm raport oo g

Demonstratic, Fie a, b <= A astfel Incit [k, B = perg o acdlici

(H:-%aHe-¥, = (¥ 'bII*), Peotro orce hy = H existi hj = HY j=
= 1, ..-,'—] 14+ 0, ..., n astfel oot
|:11|, £ty ].'I.n;_:.- a, ].'|.|_'_| bR hn]? |:h;| LR I"I-: I ]:': H: T I'I:'.l"

tA, o filnd o-grup elementul a poate [ explicitat e ajetoril elementelor
trameversale folosind (m — M — 2} 4+ 1 factori astfel
S | NN =t ST At | LR . ST L e e

F ]'I;l|. L ]]|+|].:.

fiecare hy, apdrind in produs de n—3 ori.

FPrin wrmnare a = [H=-WE-UhHM o Pegarece (o '|J,_|. — e
=0 fmud n— 1) si (n— Uifn —1) =0 (mod n - 1), rezultd i pentre
orlee 1= 2, ..., 1 — 1 avem

a = ({H*~'b) H2 1, = ((BH'-"),H" -1}, = (WH'H"-%, = (hH*1],,’

adici [a. b) < pu, implicia = |.1_=-Ii" Ty Analop se demonstreazii cd b €
= {aHs"-1),

Fie p o congricold varccare pe A cu proprietatez H = Alp. Din
a = (bH"1), rezultd cf arc loc incluziunea |a] C [(bH=-1,] = ([b] H*:H},,
pade [al, [b] represiotd clascle rest medulo g Tiin JPﬂtCLﬁ H = [H]
si conform corclarulul | al teoremed 2, H este 1- -unitate n n-grupul Ay,

deci [a] f[‘l-_; H= L| M) La fel s demonatreszidl ot [h] C [a], decd
@Al=1[h] s {a b} & p, Ccees ce demonstreazdi cd pp(C p pontro Tl
i e

Reciproc, oricare ar fi congruents p cu proprietates H = Als ca cste
inclusi ‘[. g . Intr-adevdr, dacd u, b = A § [ah} = p, alh.ntl [a] =
= [b] st [H] - H, deci H = [H] [{&: & =« ., a, Higl =1&) [&], --.:
&l Hiu= ([a, [l ..o [B), H)g= [@ @ -1-y b, Hly], ceea cc de-
monstreazd ci (& u, ..., 8, b H),—H

Penttn oricare 1 =1, ..., n avem (1I' 'LH™%, ~ (H'="a, a, a, ...
cowy Blg HEN, == w i@ a, s b Hi, T-I“““”:D s rH' i a H.

Hr-1-1), = (H-taH-i),

La {vl se demonstireazi i IIH" 'ali“ ‘:I '.II- ']_IT"E'_'I Aeci (H- L
aHL~ = {Hl ‘bH"-‘h, adicl [a, h-:l L= T JJL afel resultd cad g o= g
pen tn_. orice 1 = 1, ..., n 8 putem nota molfimes Afp prin A'H. 1

Teorema demonstreazd ¢i notiunile de n-grup factor in raport on
wr sub-n-grup . semiinvaciant i n-prog gl claselor de testuri moduls g
coinedd, genmeralizind rezultatul similar oblinut de Timm [4] pentru o-
grisjmiri eoimnutative.
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