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L'APPROXIMATION PAR DES POLINOMES DU TYPE BERNSTEIN-STANCU
DES FONCTIONS BOGEL-CONTINUES

Dan BARBOSU

Resumé: Dans | 'ouvrage [1] & une fonction fECe. (U} on a assccié

le polinGme du type Bernstein=Stancu défini par:

(Bynf) (x,7) =3 3 Wy p (x40 .y, (7. B) 120K, ) erix, Ly -2 £, dy)

et on égtabli Lo Py théorame du Lype Weierstrass pour
1'approximation des fonctions fECw,x(U).

Le but de cette note est de démontrer gue le résultat de [1] a
lieu dans un cadre plus général, precisé dans ce gqui suit:
THROREME: 5i les conditions:

1) gug (m) <0 (m=) ; f=p (n) -0 (nv=)

ii) fecy(=lfec, (| ()0 a.i. |Af(x, y:x',y") |zM,
(V) (x. ), (x', yhetd

gont rdalisdez, [a sulte des polyndmes
{((Bi%M D (x, 9}

converge uniformement vers Fix.yv).

1. Les notations utilisédes
Sur le parcours de l'ouvrage on va utiliser les notations
(1.1) U=[0,1] x [0,1], F(U) = {(f]f : U=-R}
(1.2 Afi(x,¥y:; x'.¥y")= £fix'.¥y') — f(x". ¥} - fix.¥') + L(X.¥) =
la différence bidimensionnelle de f sur 1'interval déterminé par
les points Fi(x.y¥). P (x'.¥"} € L.



-

(1.3) CpiU) = la multitude des fonctions Bbgel continues sur U,

la notion de fonction Boégel continue en un point étant celle de
[21.

.4) X (o -LFec, (01 | (3) 10
Ilf{ra}'-r‘ ¥') | =M, (V) (x, 3}, (x'. ¥y eU )=

= la multitude des fonctions Bigel continues sur U, avec la
variation Bbgel bornée sur U

(1.5) ..,ttl-l}'@ Xk, -a) {q ) Ik, -] i

]m ==

(1, -} [k, =]
n {1-
N, i (y, 8= (=12
=les polynfmes introduits par D.D.Stancu en [7]1, ol ate-yd
désigne la puissance factorielle d'ordre p et paramétre y de a.
2. Résultats auxiliaires utilisés dans l'ouvrage

Les propriétés des polynoms donnés par les relations (1.3) ont
&té& &tablies en [7]. Elles sont axprimees en:

7.1. Théorsme: Les polyndmes (1.5} ont les praprfét&s;

gg Wy, (. &) W, 5 (3, P) =1
g g Ky px @)W, (7, B) =X

gg Lw,  (x @)W, (7. B) =y

" A F
gp %H...Im.ttr.il Wo (¥ B)= 1:‘ [ "{1.—11' +x(x+x) ]

=0

Egﬁ—:r_,u.:} 1 . ) ——-FIMerH

en utilisant les propriétés exprimeées en (2.1) on établit
guelgues inégaliteés vérifides par les polyndmes gui seront



utilisés dans la démonstration du théoréme gui fait 1'ocbject de
ce travail.
2.2. Théoréms: Les polvndmes (1.5) vérifient I'indgalité:

ggilﬁ“ﬂﬂ:' dx W, (P B 1.8

1
idm 4
démonstration: On a successivement :

- | .3 un

g E { k-mx) :'..'_.{IJ &) "l.rl (¥ ’} “E E Huk{"f a) "l;] (¥ ’-.I o

—Elrg g kW, , (x &)W, ,(y,P) +m’.r‘2$ N (x, e}, (v, p)=

-n‘-‘gg—u“{:.ur 1. B) -uh&E—J plx, &) W, , (v, p)+m’x"=
-m? L {*[1.*1 sx(xea) ] -2mxt earixt= T | I“ =X} ax(xea) -x?(1+&) ]

1+l
. [M+ut1 :Hi ::'n —1 'lpﬂ'ﬂ"ﬂwﬂ {1-xlsT;
t‘l".l:e[u.ln

et l'inédgalité (2.6) est démontré.

De maniére analogue a (2.2) on démontre les inédgalités
exprimées emn:

2.3. Théorsme: Les polyndmes (I.5) wverifient 1 'indgalité:

gpu-nr}’lr (x, @) W, ,(y.P) < m{ L.B

2.4, Théordms: Les polyndme (1.5) vérifient | 'indgalité:

a b
E E { Je—mx) :tl‘ﬂ?] I&t{li ) '..__1 LFr l] £

mn? 1,.& 1
el (1op) L am"a! ["E*‘E}

J. L'approximation des fonctiona Bogel continuss par
polynimes du typsa Bsrnatain - Stancu
A la fonction feF(U) on associé le polyndme:

[e. 8] X k F k I
t-au,-; ﬂ{I‘ﬂ'EE'-.l{I"J'LA{f*’} [f{‘;aﬂ*ftld—ﬁl“ft;.ijl

On formulé at on démontré:



3.1. Théorame: 51 les conditions:
i} a=ai{m}=0 (m=a}), B=8{n}=0 (n==)
i7) rfeCa™{u)
sont réalisdes, alors la sulite des polyndmes (3.1) convérge vers
fix.v). uniformement sur /.
démonstration

Soiti (RIUM £) (x,5) =£(x, y) - (BJM A (x, ¥)
On démontrera gque
(ReP 1) (x,y) 20.
En utilisant 1'é&galité (2.1) et la relation (3.1) on obtient

l'indgalité:

= B
[(Bl%P £) (x,y) -£x,¥) |=:EE Moz (X 8) W, (v, PIAL(x,y: £, 1)

Soit (E)» ;: parce gue fel.(U) on a:

k 1 k 1
|Lft.:.ﬂ—n.—n]||{= 51 Lr.-;lt-:ﬂ{:} et Iy-—Eln:H:}

Obzervons gque la somme du membre droit de (3.2) contient des
termes pour lesquels lea deux inédgalités (3.3) sont vérifiees,
des térmes pour lesguels seulement une des deux inégalités (3.3)
egt vériféese et des termes pour lesquels aucune des inegalités

(3.3) n'est pag vériféa.

Notons:

Si=% 3 Maxtx, €)W, 1 (7, 8) |£0x, 51 X, )|

= Jla somme correspondante aux paires de points de U qui

vérifient les deux inégalités (3.3).

VWL (x8) W, (B AL X, yr K, L)
ﬁgg m, i L 8,1'¥e L™

= la somme correspondante aux paires de points de U qui ne

varifient aucune des inégalités (3.3).



5,-2 é W rlx. &) W, ;. B) |Af(x, y; k %l*

= ]a somme correspondante aux paires de points de U qui

vérifient la premiédre seulement des inédgalités (3.3).

E‘-E g -Lt{:f a) W, ,(v.P) {ﬂf{-tf?l%- %I-

= la somme correspondante aux paires de points de U qui

varifient la déuxiéme seulement des inégalités (3.3).
Conformement aux notations ci-dessus 1'inégalité (3.2) peut étre

trangcrite sous la forme:
HBISM D) (x, ¥) -£(x, ¥) |8, +8,+8,+8,
En 5, nous avons

. K
1"f{xrfr 44

=1

]
;=Y
Ii
et alore, conformément A la relation (2.1) on obtiént:

S,_,{%EE H."ui.}"'“j_‘rill {%

En S5 ont lieu les inédgalités

k 1_ L
ll x|28 ot Iﬂ | =8

qu'on écrit sous la forme égquivalente:

- i -
{ k—mox) +3? at {1 E}: > 82
m? n?
En employant (32.5) on obtiant:

]
8= E"’.rﬂl-ﬂ'.,;ir—l‘l"lﬂﬂx-ﬂi--,’;Hi
2

ﬁg E 'l...l{:l' «) ..,;Ltr.] .nllt}’tﬁl {k-mx)2(1-ny)?

k 1 N vy 2 2
|Afix,y: :;;I Iim& E W, lx a) .._11]"-’]' (k-mx)*(1-ny)

parce que fela™(U),



En employant 1'inégalité (2.8) on obtient:

N min? 1
' mini8: (1+a) (1+B) 16 i m“} {_*H

De 1'inégalité précedente et 1 'hypothése i) on obtient:
[
£ =
5 4

En S nous avons réalisée la premiére inégalité (3.5) seulement

et donc:

S!.Egﬁll{:,ll W, (¥.B) tlf{#r?‘a '“-} |=
n
N

EHHFEE Wy xlx )W, (¥ P) (k-mx) ?

car feCy (D)

En employant 1'inégalité (2.6) on obtient:

M m M 1
S g Tea 4 2 e (a "

L'inégalité précédente et l'hypothése 1) agsurent 1'inégalité:
e
=
% d

En Sa. nous avons réalisée la seconde inégalité (3.5) seulement ot

danc :

g, = E E W, (X, &) W, (v, B) iﬂﬂ— = L.x, |2

M ey 2 o
£ E:FEE'.,.{:.-WL]{?. B) (2-m0) carfec® (o)
En employant 1'inégalité (2.7) ou obtient:

M n? 1 M 1
i nis2 H1+IH e 483 (1+ IH H”

L'inégalité précédente et 1'hypothése 1) assurent 1'indégalité:

S.4=
L

Les inégalités (3.4) - (3.7) assurent l'inégalité:



HRGY £) (x, ) |= | (Ba® ) (x, ) - £(x, 3 | €
<3retetEt Mxyer
L'inégalité (3.8) demontre gue

(RI%M ) (x, ¥)

cConvérge vears ZzZero uniformément en U et 1'affirmation de
1 'énoncé est démontrée.

4. Obasérvations

Nous allons faire gquelgques obsérvations lidées au resultat
exprimé en (3.1) et & cellea obtenus en [1] et [4].

4.1. Théoréme: A lieu [l'inclusion Ce. xil)cCuill)
démonstration '
Vraiment, (VifeCo.xi(U)={3geCil), (I keKsill)
a.1. fix.yl=giy)+kix.y¥). (Vi(x.y)eU. Alors, (V)ix.y).(x'.y')&U
nous avons: Afi(x.y:x'.¥v') = Ag(x.v¥: x'.¥') car
Ak (x.y:x".¥y') = 0[3].
Mais comme C(U)cCe(U) il suit de 1& que

1im g{x, y:x', v') =0
:?I.H yix',y
w

par conséguant, (I)M>0 a.f1.
JAf(c.y:x' .y ) <M, (W) (x.y). (%' y')el, L'inégalité précédente
demontre ]‘affirmation de 1'énoncé.
4.2. Rémarque: De la théoréme 4.1 il suit que le résultat
obtenu en (3.1) génédralise le resultat de (1].
4.3. Rémarque: On obsérve dque
(B, nf® 911 ) (X . ¥)=(Bm.nfl(x.¥). ob (Bm.nf)(x.y¥) est le polyndme
introduit en [4) pour 1'approximation d'une fonction feC™(L).
4.4. Rémarque: L'opérateur Bm.n est un opérateur du type
"blending” gui s'obtient naturellement, an affectuant la somme

Pl § P.(®) des opérateurs introduits eu (B8]).
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