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ECUATII DIFERENTIALE CU MODIFICARE
LINIARA A ARGUMENTULUI

Viorica MUREJAN

Abstract. In this paper on studied the existence of the
analitical golutions of pome differential equations with

deviating argument .

Existd situatii cind evolutia unui fenomen este determinati
nu numai de starea prezentd dar gi de starea trecutd a acestuia,
Un astfel de exemplu este problema dinamicii populatieil care
poate fi modelatd printr-o ecuatie diferentiald cu argument
modificat de forma

x'(t) = a x(t) — b x(t) x(t-h). te(to. TI (1)
unde a.beR. i h:0., la care se determing solutiile care
Indeplinesc conditia

x(t) = & (t) pentru t€lta-h, tal. (2)
unde § reprezintd legea cregterii populatiei pa intervalul de
timp [te-h. tsl.

Problema (1)+(Z2) este o problamd Cauchy pentru o ecuatie
diferentiald cu argument modificat, care. in acest caz este cu
argument Intirziat, adica o ecuatie de forma

' (t) = f(b.x(t).x(gl(t))). tefa.b) (3)
pentru care existd céel. c{a astfel incit cig(t)ct, Vtela.b).

Dacd pentru ecuatia (3) existd delR. d>b astfel ca tigit)sad,
Ytela.b), atunci ecuafia se pnumegte cu argument inaintat.

Existd situwatii c¢ind o¢ ecuatie Igi modificd tipul prin
modificarea multimii de valori a variabilex.



De axemplu

x'(t) = £k, x(t). x(2t)).
pentru te[0,.1] este ecuafie cu argument Inaintat iar pentru
te(—1.0] este ecuatie cu argument intirziat.

Motiunea de solutie pentru o ecuatie diferentiali cu
argumeant modificat este strins legatd de modificarea
argumentului. De asemensa formularea problemei Cauchy 8e face
corespunzator pentru fiecare scuatie.

In (7). (8). [10], [14],. [21] se atudia=3} diferite tipuri de
ecuatii. se dau teoreme de existenil, de existen{d gi unicitate a
solufiei unor probleme, de dependentd a solutiilor de condifiile
initiale. se studiaz¥ ecuatiile liniare de ordinul n cu argumenta
modificate, ecuatiile liniare cu coeficienti constanti gi ocu
modificEri constante ale argumentelor, se face studiul
stabilitdtii solutiilor. a existeniei solutiilor pericdice gi
altels.

in studiul curbelor plane intervine escuaftia cu modificare
liniar% a argumentului

yiix) = yi(aAx) . A >0 (4)
in problema g3sirii curbelor de ecuafie y = y(x) pentru care
tangenta in fiecare punct Mx.y(x)) este paraleld cu vectorul de
pozitie al punctului Pi(l,y(dx)). Ecuafia (4} este cunogcutd sub
numele de scuatia lui Mahler decarece in 1940 ([13]) Mahler
ajunge la aceastd ecuatie studiind o problem¥ din teoria
numerelor. Mai tirziu este reluat studiul acestei ecuatii in (Z2].
(61. (17]1. [20}.
Ecuatia diferential-functfionall

v (%) = A y(Ax) + b yi(x), xz0 {5)
unde a,.belR i A>0 apare ca un model matematic simplificat al uneil
probleme industriale in leglturd cu circuitul curentului electric
tntr-un =istem de linii ferate electrificate gi cu problema
pantografului (([18], (19]). Ea este studiat¥® in (9F. [111. ([12).

Fie ecuatia cu modificare liniar¥ a argumentului

y'ix) = fx. yix), y(ix, A>0, xel<R . (6)
fn [15] sint date teoreme de existentd gi unicitate a solujiel
unor probleme Cauchy relative la aceastd scuatie dach Ag] 0.1
[respectiv A>1, pentru unele intervale I convenabile. De asemenea
gsa pot considera g§i ecuatiile

vi'(x) = fx, yix). y(ax)), >0, =€l (7
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in prezenta lucrare ne spropunem sd studiem existenta
solufiilor analitice pentru unele probleme relative la ecuatii cu
modificare liniard a argumentului.
Fie problema
Y (X)) = Kayidax)+. . . #ky(dex + b vix), x=0 {8)
y(0) = 1, (9}
unde 1,€] 0,1 [. j=1,p gi K1, ka....,kn. béek.
Are loc
TEOREMA 1 Probiema (8}+(9) are o solutie de forma

¥ix)=lvax+a i+, . . +8,x%. ..

unde seria de puteri are raza de convergent¥ R = o,

Observagie. Daca ka = ka =...=kg = 0. din Teorema 1 se
obtine un rezultat pentru ecuatia (5). In [11] Ze afirm¥ o5 dach
A>1 nu existd solutie a problemei (5)+(9) care 55 fie analitich
Intr-o vacindtate a lui = = 0,

Fie problema

Y''(x) = a ylAdx) + b yix), xz0 (10}
y(0) = 1, y'(0) = 1 (11)
unde Xg] 0.1 [. a.belk..
Ara loc

TEOREMA 2 Problema (10)+(11}) are o solufie de forma

yix)=lex+a x?+. . . +a x%...,

g1 aceast’® serie are raga R = o,
Demonstratie., Dacl =e considerd
YIX) = 1 + ¥ + a2 +. .+ a,xm 4,
atunci
Y (x) = 1 42 Aagx + 3 asx® +. . .+ n apx™ 1 +....
Y Ux) = 2 Az 43.2 asx +...+ nin-1) an x"2 4+,
Prin inlocuire In ecuatia (10) se obtine

da,+312ax+. .. +{n+l) na, x™ e (0+2) (Del)a, X", ..
=a[1+(Ax) +a, (Ax) s, .. 2 2(AX)™+. . ] +

bll+xvax+ax's...va x"..),
de unde rezultl

Za,ma+h . 3.2.a,mad+h, ..., (0+2) (nel) A, =a_(ad®h) , ...

Sall
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Din relatia de recurentd se obtine

(aA?+b) (adt+b) . . . (ad*®+b) (a+b)

Bame™ (2k+2)
gi
{Hlm_!Il+billlL¥¥é£.!IE““1b[
Astfel
_{le;_l
gi deoarece
Banes 20

razultl ol

= 85,
Analog,

_ﬂggqlih

Ay, 2k
deci

Prin urmare
1im-2=1 up
= A,

adic® R = @, Astfel teorema este demonstrath.

Problema ce 3& pune pentru ecuatiile diferentiale cu
argument modificat este dacX analiticitatea coaficientilor., a
functiei care di modificarea argumentului i a functiei initiale
pot 8 asigure analiticitatea solutiilor problemei. Se pare c8

r8szpunsul la aceasta este negativ, in 1(22) se prezintd ca exemplu

problema



SERRE | [

y'{x} = —ay(x — 8ain¥x), HEMo (12)

yix) = $il=). XE[Xe = 1. ol (13)
unde a>0) i $eC [Xe — 1, Xol $i se arat¥ c¥ solutia banald
yix) = 0 este singura sclufie analiticE pe ([xo. @) pentru un
anumit ¥Xe degi intirzierea hix) = sin3x este o functie analitich.
in (1) se conasiderd problema

vy {x) = y(x-1) . = >0 (14)
yi(x) = 1 , x€l -1.0 ] (15)
care are o solutie unicE in [ -1.2 ] datd prin
1. E{"—ifn]
yix)= 1+x, x=(0,1]
3,2 yef1,2]
1 :_ F ¥

gi care nu este analitic¥ pe (0.2) nefiind analitic¥ In x=1.

Probl ema

" y'(x) =4 sinx) r[—%r}, x20
y(0) =1 (17)

admite o solutie analiticl i anume y = co8 2X.
Pentru ecuafii de forma
y'ix) = aix) y(dx)
" ge pune problema dac¥ analiticitatea functiei a poate s8 asigure
existenta solutiilor analitice ale unor probleme relative la

aceast¥ ecuatie.
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