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DESPREE SPECTEUL OPEEATORILOE DE PEEMUTARE

Bela FINTA

Abstract. The specbrum of the bilateral shift it is well known
isee [1] or [2]1). In this paper we give the spectrum and Lhe polint
spectrum for a classe of linear, conbtinuous operators determined by

integer numbers permnutations.

Notatiile N,Z,R,C sunt cele uzuale. Notdm cu N ={0,1.2....,n]
pentru nEﬂ*. Dacd @: 2 = Z este o permutare, adicd o bijectie pe 7,
atunci g_l: Z = Z este tot o permutare. Dacd notdm cu P(Z)={g: Z =
- Z|¢ permutarel, atunci P(Z)} este un grup cu operatia uzuald de

compunere a functiilor. Fie 13(Z) =1{f:Z - CHQ | £ (k) |2¢odt  spatiul

Hilbert ca spatiu de bazd.
Definim U 14tz) = 1% (2) cu formula HI'JIII[I-‘.]rt[q-_lH:]} pentru
WieZ. Up este bine definit: Viel®(z)

- Fia

U fF = L | £lo (k) |? = J,_Y__j_ | £(2) 7 = I£PF ¢ +w

fiindc¥ orice rearanjare a unei serii absolut convergente este

convergent¥ cu aceeasl sumg. Pe U' vom numi aperator de permutare.

Evident U este linear, continuu cu norma |LL|=-1 "

In particular, Py 2 = R, 'D[H} = k+l, ¥YkeZ, ne dif giftul

hilateral. Determindm operatorul adjunct pentru U': ‘u‘t.GElE{E],

obt inem
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(U £, g =hz_"fw'1{k}!l'g[ﬂ = Eﬂftl}'gipilii = (£, Ualgh)

denarece din inegalitatea lui Cauchy seria anteriocard este absolut

convergentd. Agadar Uy = U, . Dacd M= v, / eeP{2)} . atunci M
este un grup fatd de compunerea operatorilor si ¢:P(Z} - M,

Ulgt=U,, WgeP(Z) esle un izomorfism de grupurl. Prin urmare
L] -
Oyolly = Uyl = I = Uy-22U, = Uyol,

deci U' este un operator unitar pe 12{5}. Este cunoscut faptul
{(vezi [2] )}, c¥ spectrul lui U',I{U'}dl. unde T este torul {zel,
|:r.|='l}.

& .
Pentru neN , fie @eP(Z} urmitcarea permutare:

{?'_] e 1 --r-1ﬂ133|!-n_1ﬂﬂ+1 +--}
-|+-n ---_1‘]234 .--ﬂ 1ﬂ+1 "8 #

LB B s n-ln)

je observd cd ¢ este COmMpUs din ciclul (
234 ... n 1

g1 din

jdentitatea pentru celelalte numere, decl este un ciclu de rang n.
Pentru n=1 si n=2 se obtine aplicatia identicd respectiv o
transpozitie.

Lema 1. Dacd ¢ esle un cicluy de rang n, atunci

a(U,) = 0,(0,) = {weC / wi=1}

Demonstratie. Fie ieC cu LEUD[U'?. deci exisbld f513[z;. I =0
astfel incat U'f=1f. Pentru F=#0 exictd ke? astfel ca L[(k)ed. Fdrd
a restringe generalitatea putem presupune of alegem pentru g

permutarea (*}. Dacd kKéN . atunci tﬂqul (k) = £{k) = A-f{k}) . rezultd
=1 Enp{u‘}, Dacl kel , atunci din relatiile £(k) = Ar(k+l)...

., fin-1}=A-fi(n), Fin)=A£(1), £(1)=Af(2),..., f(k-1)=Af (k) deducem
cX Fik) = A"fi(k) adicx A"=1.



54

Invers, dac® A=e. CU w'=1, definim lelztﬂlr fikﬁla'k, pentru Keky

gi f(k)=0 pentru keN . Rezultd ci E=0 s5i U'f-;.:.-f, adici _I.Ecum'}.
Prin urmare clpﬂu"{m-:;ﬂ / @'=1}. Dacd ae[0,2n] si elampm!}. atunci

cinﬁ .1.

Tn acest caz Se va ardta in lema 2 cd existd e>0 astfel incat

I{H‘—e"}fl > e*]f] pentru Yfel?(E)

fn mod analog rezultd cd existd e'>0 astfel ca [(Up-e™) f]=

-|Hﬁ1—e“lfla ¢’]f]l pentru orice fe1®(z). In sldrgit se aplicd
urmdtorul rezultat: operatorul U este inversabil dacd gi numal dacd
1 i adjunctul sdu H“ sunt m¥rginite inferior (wvezi [l] ). Prin
urmare H'—eia este inversabil gi eiﬂgn[u'ﬁ.

In cele ce urmeazd demonstram:

Lema 2. Dac¥ ¢ este un ciclu de ordinul n, si @el0@, dn), cu

e1P8.1  atunci existd e*0 astfel ca |{U,-e'®)f] = elf] .

Demonetratie: La Inceput ardtdm cd pentru z eC, cu k=1, n+l
n n

axistd constantele w>0 astfel incdt E lz,,, ez, ]* 2 n‘.+§ |22, cu
1 1

conditia 2,,) = &j. Inegalitatea este echivalentd cu

il Ir] . o
2?—} 12,2 —Eg ‘Rez,.,'Eye ™ 2 :E |z, 2
1

n A
respectiv cu [{(2-a) /2] E 2.7 = ER&'Ehi'E;'E'" .

Transcriem inegalitatea in formd polard. Atunci zksrk-elm pentru

k=1, nt+l, 51 cerem existenta constantel B cu B<l astfel ca inegali-

n L]
tatea ET:'ThL‘c‘:'SmhFE:'B]‘ sﬂ--gr: g8 fie adevBratd pentru
i

R
o, €l0,2n) §i Tyel0,+=), unde k=1, n+l. Dacd E:: =0 , adic¥ r =0
i
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pentru Wk=1,n o astfel de constantd B existd. DacX P;J:fm:} . putem
1

il
presupune ci Erﬁ:l . fiinded altfel inegalitatea o putem Impdrti

ol Erj . 8% introducem functia F:[0,1]°%x[-2%x-0,2x-8]2-R datsd

I
prin formula: FUl By oo s BBy Bg v oly) = E 8,8, coaa, , unde
=l

n
8,=r,, 5,€[0,1], k=1,n i gs:-‘l. 51 unde
1
I
@, = 8,,,-98,-8, a,c[-2r-0,22-8], k=T.n s5i pnt = -8
-1
Iin inegalitdtile urmdtoare:

0 - N O AR T N I - SR ey B I

n L)
Esr.'ﬁiﬂ-i | cos m, | < fE Ay " 8y =1
-1

deducem cfl egalitatea F{s,...,85,8;,--- (&) =1 are loc numal in

cazul g, = _-1-, coan,=1,k=1,0 - FPentru nhEU{mud 2n), k=1l,n rezultd
n

o8 n@=0(mod 2n), adicd existd mEHn, astfel Incdt &=amm/n. Prin
urmare dacsd alegem &[0, 2m) astfel ca eln@#l. atuncl existd lEﬂn 0l
u[;ﬂ[mﬂd 2n} s5i prin urmare avem inegalitatea strictd F{Elf""sn’
ul,,,.,un?{l.

Functia F este continu¥ pe domeniul sfu de definifie:

D =UByrereeBgnBy,... 0 €[0,1]2x[-2n-0,2x-8])° /

n

fﬁﬂfﬂl gi Eut-nﬂ}

care este o multime compactd. Dacd noldm cu y valoarea maximd a lui
F pe D, din teocrema lui Weierstrasse avem y<l. In sfdrsit alegem
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e = min lya, |1-e®} > 0 , cHed el™®a1, fi{k})=2z, pentru k=l.n gi prin

urmare:
L] g; I i I | E | ' | F

+ [F{1} - e®F () |? = E?-E | £k} |2 = e |FP gqg.e.d.
N

Hemarcdm c¥ dacd g este o transpozilie, putem 53 evaludm constanta
a prin caleul direct: & = |cosB|<l .
In continuare s8 considerfm cdteva defimitii g1 rezultatul
principal al lucrdrii.
Presupunem mai general, cf permutarea g este un ¢iclu finit de
rang nEH*, dacd existd o submultime [k, .kKy,... k;jl<d astfel incat
olk) = k,,9(k) »k,...,9lk;) =k, 51 pentru

k l’{ki,k:, cu.. k), @(k)=k . P(Z) este un ciclu infinit, dacd existd

ky€Z astfel Incdt multimea A={qk!kﬂlfkezi este infinitd, gi pentru
kgh avem glki=k. De exemplu, permutarea identic8 este limitd de
rang unu i permutarea ¢, corespunzitor giftului bilateral este un
ciclu infinit.

Lema 3. Orice permutare geP(Z) poate f1 scrisd ca o compunere
Ffinit¥ sau infinitd de ciecluri finite sau infinite.

Demonstratie: Fle A =[g"(0) / keZz} gi s&% definim ¢ :2 - 2,
¢ (k) =glk) pentru ked, 5i ¢ (ki=k pentru keh,.
Nacd =g . atunci ¢ este un ciclu finit sau infinit, altfel pulen
alege cel mai mic numdr in wvaloarea absolutd 4y € Z - Ay pentru
care glajl=a;. Fie Azi[qkial} / keZl g1 definim in acelasi mod
#,: Z = Z cu 9, (K)=¢(k} pentru kei, gi ¢ {k)=k, pentru keh,.
Se observd cd A NA.=e. Dacd ¢=¢ %99, ° 9. atuncig este compunerea
a douX clieluri, finite sau infinite. Altfel putem &4 alegem cel mal
mic numfr in valoare absolut¥ a,eZ-(A,uh,;) pentru care glag)sa; §1
afga mai departe. Acest procedeu exhausteazd toate numerele intregi.

Teorem¥. Fie ¢ o permutare si s4 considerdm descompunerca el

fp cicluri corespunzftor lemel anteriocare.
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1. DPacq p este un ciclu de rang n, atunci

o(U,) = a (U,) ={weC/ w®=11} .

2. Dachd descompunerea lui g este formatd numai dintr-un numir
ripit saun infinit numdrabil de cicluri fipite de rang nj.Hg...-.0,
atunci
o(U,) = o l0,) = |lweC / @™ =1 sau w™ =1 sau...sau w™ =11} .

3. pacd descompunerea este formatd numai din cicluri finite,

al cidror rang n; < na Cawu€ Bg Coun tinde c&tre infinit atunci:

o(U,) = T, a,(U,) -{weC /@™ =1, sau w% =1 sau ...

4. Dacd descompunerea Ilui @ contine cel putin un ciclu
infinit, atunci ofU )=T. Dacd In descompunecrea lui @ pe lingd
ciclurile infinite sdnt gi cicluri Finite, atunci crpt’U'J colncide
fie cu n-pr',.l din 2, fie cu upf[."..l gin 3, altfel :JFII“L"J=¢.

Demonstratie:

1. Demonstratia este identici cu demonstratia din lema 1, unde

1,2,..., n sant inlocuite prin }!:1. I-:EJ..., kn'

21 FiE‘ LF =U '¢‘U

L L1 L

B, , .0 U‘. , Gl U'- D’h-ﬂ R H‘nﬂuh:_ AT

unde rangul lui Hh este unul din numerele Mye Mgrew.oDp pentru

1eN, respectiv 1eN.
Dacd LeC este astfel ales Incat LI'f = A+f pentru 40 putem
alege i€Z cu f({1i})»0. Dacd igh; U Ay W...U A, sau igh; U dg U...

caed Ag UL atunei din (U £) (1) = flg1) = (i) obfinem

A=1€a,(l)}
Dacd ila.ﬁ.] W :-12 U ... WA Ssau iE‘h] i ‘E"E O S N | ﬁm . .. atunci

existd un singur numir heNm astfel incat

icA; =lptlag,r.--. 985, = a; ;! . 81 alegem seN;, astfel incat

i=¢®la,_;}. Din relatiile:

flgp“la, ;) = AL{e®(a;  ))iiens
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flp™ ™ (a; 1) = A-Fle"i(a,,)),
flp™(ay,)) = Aflpla;,)),

f{#{ﬂi_ﬂ} - 1'fﬁ'llj{ﬂl_;”r ey

F(p*'l{a,,)) = Af(p*(a,,)) . deducem cd
flo®la, )) = A"-fle(a,,)) , adiexd 2™ =1 .

Invers, daed AL = @, cu w'=1 , unde 1 & Hm, definim § £ L‘![E]IJ

T[g‘ital_l}ﬁ'u-l pentru s=1,n; §i f{m)=0, dacd m¢;. Atunci f£e#0 gi
Ll'an}f, adicd .:I.E':IPHI'}‘

Prin urmare o,{0,) ={weo / ™ =1 sau...sau wh =11} .

Dacd 8e[0,2n) gi -E:iEE'I:Fp[TJ':I ardtdm ci LI'I 5i U, sunt midrginite
inferior.Prima parte din lema 2, asigurd existenta numerelor g0

pentru fiecare 1eN, astfel c&

np=1
Y Ifte=tia;,, - e®Fle*(a, ) )] + |flplap,}) - e®Flg™(a )| =
=l
Hy
ze;- Y (flela,, )|
a=1

Alegem e = min{ |1-2%®|, &,,...,e,} §i obtinem

1(Gy-e™® £F = (5, u...un, 1 [ 12-0 %P +

n Al
+ p (Y, | £l9™tia, ) - e Liela; ) »
ml awl

|Fipia;,)) - effie™{a; )} |*) = 23 |£im |* = 2P
mEE
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3. Pentru a arfita

up{l.l',,'l ={ weC / @™ = 1 sau...sau ﬁ:ﬁ' =1 Sau....}

putem s¥ rationim in mod analeg ca in prima parte a lui 2.

Pentru orice &e[0,2n) si pentru orice g, ¢'»0 existd m'/n"eQ astfel
incdt (@-2nm'/n') < e, §i din continuitatea functiel exponentiale
rezultld cf existd m/nel astfel Inclt |EiB - el mm;n|{a- Menl ionidm
cq pentru e*0 fixat, noi putem alege n € In;, n,, ...} §i meZ astfel
ca prima inegalitate de aproximare s8 fie adeviratd, deoarece girul
Inll tinde cdtre infinit.

Rezultd c& upru'ﬁ este o submultime densd a lui T. Este bine
cunoscut faptul cf& spectrul unui operator linear §i continuu este
compact, In particular Inchis {vezi [1]).

Prin urmare TIﬁP{U'} c ol ), deci u[U-j = T,

?

4, Mai sus am mentionat faptul ci D[U‘ﬁ < T. FArd a restrdnge

generalitatea putem s presupunem & permutarea g;, cCorespunzdtor
cperatorului U; in descompunerea lui U' este infinitd. Penltru un
1

& ¢ [0, 2n) dat 5i pentru orice n € N fie fu urmidtorul wvector din

-4
13(z): £ le*(0)) = (2n+1) ? - e~ pentru |k|sn g5i altfel ia
valoarea 0. Un calcul direct aratd cd f este un vector unitate 5i
cd  liml(U, - e f£P =1im 2 /{(2n+1) =0
i ot

Prin urmare U‘—e‘“ nu este mdrginit inferior, deci ElEEniU‘?dTr
adici u[U'h-T. Pentru a afla spectrul punctual fie AeC o valoare
proprie, iar f+0 vectorul propriu corespunzitor. Atunci existd ieZ

astfel ca £{i) # 0. SX presupunem ci i € A, = {qhiﬂl f K g &t.

Din  £{i) = (U0 (p(i)) = A-F(e(i)) obtinem X A « 0.

Din relatiile F{p*¥1(0)) = {ﬂhf!fp*{ﬂ} = Af(@*({0)) rezultd ci

IfPP = Eh: If(@* (0} 2P =1 + g |A|* + E 1/|A|* care este o serie
k=

divergentd pentru orice A & GO},
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Prin urmare iihl, gi in mod analog se aratd cf orice alt ciclu
infinit nu contribuie la spectrul punctual al cperatorului initial
IH‘ Deci pentru spectrul punctual r&min valabile formulele de la 2

g1 3.
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