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ELEMENTE COMUTABILE TN LATICI NECOMUTATIVE DE TIP (T}

Gheorghe FARCAS

Noncommutative lattices of type (I} was defined in [3]. In
thig articole we introduce the notion of commutative element and we

give 10 diferent eguivalentes proprietes for these elements.

1. Laticile necomutative de tip (I} au fost definite In [3] cu
ajutorul unei multimi L, Inzestratd cu doud operatii binare A 5i V,

astfel incit pentru orice x,¥.2€eL tripletul (L,A.V} verificd

axiomele:
.k (M) Az = 2 (A
L (x¥y) Vz = xV (yVz)
Gﬁﬂ{ny} = X
(B). |
LF*ixﬁri = X.

Obtinem un exemplu de latice necomutativd de tip (I) dacd Iin
produsul cartezian PIM)xP(M) = {{(A,B)/AcM 51 BgMl, unde M este o

multime, se definesc operatiile binare A g§i V asllel:

(a,,B,)A(A,, B,) = (A, 5,)
(,,B,)V(A;,B,) = (A, By).

ge constatd cf in (PIMIxP(M).A V) nu sunt satisficute legile

comutativitdtii.
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(1.1). Ded (L, A V) este latice necomutativd de tip (I), atunci
pentru orice ael sunt adevirate egalitdtile:

xhx = x
(I}.

xNx = x .,

adicd legile idempotentei.

Demonstratie. Utilizind axiomele de absorbtie (B) obtinem ci
pentru orice X,VEL, XAR=RA[XVIZAY) ] =x 51 respectiv xVe=xVIxA(xW]]=x

2. In aceast¥ lucrare introducem notiunea de element comutabil
al unei latici necomutative de tip (I) 5i ar&t8m cd acesta poate fi
caracterizat in mai multe moduri diferite.

Definitie. Fie (L, AV} 0 latice necomutativd de tip (T).

Elementul cel se numegte comutabil dacd pentru orice xel satisface
conditiile:

xhe = chx
e = Nx .

{C}.

{2.1). Dacd laticea necomutativd (L, A, V) de tip (I) poseds
element zZero sau elemenlt unitate, adic¥ existd 0l sau lel astlel
incadt pentru orice xeL,

{1}. xA0=0 gi Ovxex
respectiv,

{2). 1Ax=x i xVl=],
atunci aceste elemente sunt comutabile.

Demonstratie. Utilizdnd axiomele de absorbfie {B), pentru
orice xel obtinem O0Ax=0A(0WV=)=0 5i xW0=xVI(xAlD}=x, deci xA0=0Ax si
xYo=0Ve, adicd 0el este comutabil. De asemenea, pentru orice xeL,
xAL=xA(XVL)=x 5i 1Vx=1V(1Ax)=1, deci xAl=1Ax i xV1=1Vk, adicd leL
este comutabil.

Dacd multimea {a,b,c,d] definim operatiile binare A i V prin
tabelele 1 51 2, atunci ({a,b,c,d}. A V) este latice necomutativ¥ de

tip (I} In care elementele a i b sunt comutabile, a fiind s5i

elemenl zero.
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{2.2). Dac# (L.A.V) este latice necomutativd de tip (I} =i
cgl,, atunci pentru orice x,YeEL urmdtoarele 10 afirmatii sunt logic
echivalente:

(C;}. cel. este comutabil

chxhe = xholx
NaVe = xVeVx

chax = yie = xhohy
Nx = e = NeVy

™
I

x = xhe = oy = yWae
WNe = chy = yhxhe

xho = oWy = WV
e = chy = yAchx

"
[

-
i

x = xhe = wWe = xNcVy
x = Mo = yAc = ey

"
!

x = xhe = yWe = NxVy
x = e = yhe = chodhy

() ~ = xhe = chy = yAchx
877 | & = xVe = My = yWeVx
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aai x = chx = cVy = yWaVe
2:" x = c¥x = oAy = yhodhe

— x = chx = eVy = yWeVx
107" ) % oWx = ohy = yhehx

Demonstratie. 1Cl} - {EE}. Dacd cel este comutabil, atunci
pentru orice x,YeEL, chxhe = [(xXAc)Ae = xAlcAe) = who = [(xMxdhc =
= xAlxAc) = xAlcAx) = xhchAx, iar un rat ionament dual ne conduce la
egalitatea cykbe = AT AT

(Cpl) = {Cq). Dack cel satisface conditiile (Cq), atunci pentru
orice xeh, xAc = (xAc)AlxAc) = xAlchxhe) = xMixAchAx]l = (xfs)iAchx =
= xAhchx= xAcA(xAx) = (KAchxIAx = lepxpc) Ax = [cAdAlchx) = cAx. Un
rationament dual ne conduce la egalitatea xVe = ok, decl cel astie
comatablil.

Prin urmare, pentru orice X,veL, © = cefx implicd vAC = cAy =
= (oAx) Ay = (xhe) Ay = Xhchy, o = oW\, implicd yve = xVeVy, deci sunt
adevdrate i condigiile {Cq).

(eq) = (Cy). Dacd cel, satisfac conditiile (C,), atunci pentru
orice xel, din egalitatea evidentd c=chc rezultd xAc = chofx = ofx,
iar din egalitatea c = o\ rezultd x=Veo = cVx, deci cel este
comutabil.

Prin urmare, pentru orice x.velL, X F xMe implicd oWy = ¥V =
= yWoWilch) = yVeVixAe) = yVeMe = viWYo, lar egalitatea x = xVo
implicd chv = vAxho, deci sunt adevdrate gi condifiile th].

(Cql = [Eﬁﬁ. DacH cel satisface condifiile (Cy4l, atunci pentru
arice xelL din egalitatea evidentd © = chc rezultd cix = x\Voeve =
= x\, iar din egalitatea c = oyo rezult¥ chx = xXAC, decl cel este
comutabil.

Prin urmare, pentru orice X,¥eL, X = xAc implicHd oWy = ¥V =
= yVoVichx) = yveVixAo) = yVovx, jar egalitatea ¢ = oW implicd chy
= yAoMx, deci sunt adevdrate gi conditiile (Cgl.

tcb] - {EE}. DacH cel satisface conditiile [Cﬁﬁ, atunci pentru
orice xelL din egalitatea evidentd c = cAc rezultd ovx = xVove = xVe
iar din egalitatea o = cVe rezultd chx = xhe, deci el es5te
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comutabil.

Prin urmare, pentru orice x,velL, x = xXAc implicd yWo = cWy =
= oc\lcAd W = cVixAc) Vy = cxW = xVovy, iar x = xVc implicd vAC =
= xheMy. deci sunt adevdrate i conditlile (Cgl.

{Eﬁ} - [D?J. Dacd cel. satisface conditiile :Uﬁ]. atunci pentru
orice xel, din egalitatea evidentd c = cAc rezultd Ve = oo = =
o\, iar din egalitatea ¢ = ¢Ve rezultd who = ofx, deci cel este
comutabil.

Prin urmare, pentru orice x%,¥YelL, X = xA¢ 1lmplicd yWo = oWy =
= cVieAX) W = cVixAc) Wy = cVeW, iar x = xVc implicd YAC = cAxiy,
deci sunt adevdrate si conditiile (Cq).

{Cq} = (Cg). Dacld cel satisface conditiile (Cq}, atunci pentru
arice xel, din egalitatea evidentd ¢ = cAc Tezultld xVo = ool = =
oy, iar din egalitatea © = cWe rezultd whe = chx, decl cel este
comutabil.

Prin urmare, pentru orice x,¥elL, c© = XAC implicd oy = ¥vihe =
= yAxhe = vheAx, dar din ¢ = xVo rezultd oW = viovx, deci sunt
adevirate gi conditiile ({(Cgl.

(Cg) = (Cq) . DacH ceL satisface conditiile {Cgl. atunci pentru
arice xelL, din egalitatea ¢ = cfAc rezultd chx = whofho = xfMo, lar
din egalitatea c = cWo rezultd oWk = xVe, deci cel este comutabil.

Prin urmare, pentru orice x,vel, X = cAx implicd cW = ¥\Wo =
= yVoeyicAx) = vvolvx = yWMc, dar din egalitatea x = o\ rezultd
chy = vAxAo, deci sunt adevdrate gi conditiile (Cgl .

(Cq) = [Cyqg) . Dacd cé€L satisface conditiile (Cg), atunci pentru
orice xelL, din egalitatea ¢ = chAc rezultd oVx = xVeVe = xWe, iar
din egalitatea ¢ = cVoc rezultd cAx = XAC, deci cel este comutabil.

Prin urmare, pentru orice x.vel, x = chx implicd cy = vy =
= yVeVicAx) = vWove, lar x = oVx implicHd cAv = vhAcAx, deci sunt
adevdrate gi conditiile (C5).

(Cygt = {C;}). Daca cel. satisface conditiile (Cyq), atunci
pentru orice xeL, din egalitatea c = che rezultd ok = xVelie = X\
iar din egalitatea ¢ = cWo rezultd chx = whe, deci cel este

comutabil.
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