Buletinul Stiinfific al Universitatii din Baia Mare
Seria B, Matematicd-Informatica, val, Xl {199&),97-110

Dedicated to the 35" anniversary of the University of Baia Mare

Des structires semi-topulogiGues
huar
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1. MNotations et defivitions,

Soit 27 un ensemble arbstraire el %% la famille des filires definic.sur &
Quelquefmis. 51l n'y a pas le danger d’une conflusion, on peut noter celle famille
avee F. Soit #2E Pensemble de foutes les fonctions £ 87— &7 qu'en peut noler
quelquefers avee &, Nous notons avec (2 ["ensemble de toutes les fenclions 2
~3&, ou {' est la fondlion inverse de la fonchon f. On peul employer aussi les
nolations suivantes

seo@) = {Y eAIM(Y) 7}
EE(})‘; Usf_af

feld
ou fefel Je s
On g noter avect, (o ,.8) 1a famille des ensembles Y e pour qui existe
Pensemble Be 9B non-vide tel que YrBed e avec 1 . #) la famille des
ensembles Y €47 lel que YNBER quelque soit I'ensemble Be #, o0 # d % sonl
des familles des sous-ersembles de 22 Si =48, slors nous ecrivons:

L7, 7)1 () el 1, F)=A(A).

Parz(w, &) on comprend la famille {, (@, 1,(s.0(#))).
Une famille F& de filtres sur & s'appele ideale si elle vénfie les conditions.

(a) S HeFZ o e TF, dosdin Fe b,
(0} Si FeFE & e Fed  dosFesT

L'applicafion © &> % & s'appelle semi-fopologie sur 4 1 quelque soit
xS le filire principal [¥] génere par x est.contenu dans t(x), ol [¥]={A| xeACZ).
Le filtre #6751 propricié (2) par mpporl & I'ensemble Q si quel que soit Jes
éléme;ﬂr-f—*ei g qui apparlennesl a 'ensemble L2 1l y a heQ ayant la propriéte
Suivanie:

hYI2g(Y), h(N=2fY) ¥y eF.
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2. Propriétes de la famille des filfres,
27 Proposition. Si fe.Falors a lieu |'égalité:

Telte(He (D) = Le(e @), g
Démonstration. Seit M et,y(1,(st(7). If résulte qu’il exisle.
Pensemble: N €1, (5%, (7)) tel que-
M N etyfsh (7))
el par consequent. on pelireuver |'ensemble F ES_‘EC?-{EW Tel aue:
MAN ﬁFESE% (F)
D'ailee parl nous avens MoMANAFef ,  g(MizgMANAF)e¥, o
donc M 8, (#) . En conséquence)'inclusion:
telte(St ) <16 ()

atiey

L"inclusion de sens corllraine. elant éviderle. nous déduisons que | 'égalit:

Te(leG8 (@) =te(sS ()
a lieu a |a proposition.est démenlrde,

2.2 Prepesition. S le fille Fe# a'la propridle (52), alers nous
AT

1o Use @) = Ute(she(@)
feks fe&

Démanstration. Soff'ensemble ¥ qui apparfienla lafamille:
e (Sa(#)
fele
Dans ce cas il exisle ged® € Pﬁﬁj;fm Tel que 'ensemble YAP

apparlienta lafamille ij (#) el par Ct‘?f‘tS'EI-:jHEﬂLnGuS S/ons:
(1) YnPe Use®
- of
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aul momtre quit exdle 'ensemble. P e UEE.\:[:.'FJ Tef que l'ensemble YeP
el

apparlient & Ja Bmille US{&E’ (7) ¢'edl-adire nous svons:
feig

@ Y e:tg_[{u fo f,EJ)
; €5
el en conséquence.on a l'inelusion:

& U %.(sfftﬂ-})gt{{&);&@]

Sot mamlenant lensemble 7, aul appartienla s famille ‘te[ US{_;?J:?]) :
felt

Dans ce e 1] y a les élemenils g, h & % &l Vensemble Q es, (7) el que 21Q

appartieriLd la famille gfu(7).
Le filtre F ayarit [a propriéle (52) il resultequ'il exiele )'élemen e 1)

queg(¥) cw(Y) el h(Y) cw(y) quel que soit YeF. Mais Qeshy(#) €l doac
Qefelg(Q)ed, c'edld.dire nousavens:

(4) w@z g Q) s
qui monire que l'encemble w(Q) apparlien au filtre F. Par corséquenl noys avens:

D'aulie parl neus avans:

(5) @ nJehznQ)e¥
d'os on deduil que flensemble w(® A Q) estun dlément. du filtre. ¥ cesl.d-dire
ZmQ ESEE(?;J Far suife ncus lrouvens lensemble ( asb. () te que
l'ensemble 2 ~ Q appartienla la fami lle. $%(F) ¢'ed-a-dire, nvus avens .

6) Zet(si®)< ()
_(.Qf':?] _Fgf-l-c(ﬁ.ﬁf{ )

c:_ru] monlre gue inclusion:

7 tel U Ut(sh@)
fet fet

atiew el dene nelre. pro F—c:-ﬂfﬂ on_esl demorilres
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2.3 Proposition S fe5 el fe & slors neusavens:

{7 Y tg(siam)} U lTtefde @)

Démonsiralion. Soit Y E‘L,._(E, L 1&[5,123{’3})] Il exisle ] 'ensemble
fetr
Fe¥ e que;
YvFe | 1lst ()
e
On peul trovver |'élemenl fe & pour leguel Y F ET.E._{SJFE (}})

Done neus avens:
Y ete(Fle(she(®))
el nous mdddu-'sms&u‘ﬂ yalinclusien:

te[ﬁ{g;c(sig (5})] = U b{5te(sle(®))

Peur demerlrer MNinclusion conlraire nous supposons que. 7 esL pn
ensemble arbilraire de. la Gamille

U te(3te(se )
feil
el par cmsé:;um’t il exsle |'dlemenlge 2, tel que nous avens:
Z atg(;?; tefsfsf € }:l)
On peulirevver 'ensemble F €& pour qui nows avens:

szetﬁ{sfgfgg});fi te{she )

el donc lensemble Z apparliert. a la famille T.E(Q,'tﬁ(sjég 7 }))-s?u'l nous conduitl &
l'egalilé:

W5 ULE0)- ULnie)

::'eélréd:'m-:iu} acheve Lo ddmevalalion .
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2.4, Proposition. 8i fe & el fe alors nous avans:
b (@) (I, ()

Démanstration. Soit UES{,E (#) un élement arbitraire Donc les
ensembles U ¢t f{U) sppartiennent s la famille J el de U= UV naus deduisens que

UEL&(;- EfE’ {E}) . c'esl-a-dire Vinclusion :

sSo@) 1T, sle @)

alieu ce qui démonlie notre asserlian.

2.5 Proposition. Si J é d; sonl devx dlemenls dela famille F el fe &
slors [egslite
she () N Fp) = sl (51) Nl (3)
a lewu,

Démonstration . Seit YEE{E;@ My ) ur élemenl arbitraire Dans ce
cas nous deduisons que les ansembles Y el f{¥Y) appardienedt 2 la
famille(F M), ced-adire ¥ @ {{Y) appartiennedl au filtre 5 el ao fillre J5 ot
dene MOUS AUVans |

sfed) NI () asle @) -

On verdie sans dificulte que 1'inclugion de sens corilraine.alieu.

En effel soil ?fesqf{ﬂ}ﬁsﬂf{_(l} Dans oz eas nous dedusens fue les
ensembles Y €L () aﬁzar’lumenla la famille 3; ol 2la mille Jo ce gt extraine

E;uab’appaﬂ:erF.ta ﬁtf (F ) d par mnﬂnqm:ﬁmus AVONS
%g’(?:'ﬁsbf@ }*:5.5;{?1 ~Jz)
ce u:_,ul acheve |z demonsleation |

2.6 Proposition.. S % ¢ Jy soril deux élémenls de laGmille ¥ él fe 42
esl un dlemenl arkitraine Slors nous avens:

1 (@ e el )= telfi nRale{ e @1 NT2))
Demonstration. SeitY un elewenlarbilaire qu appa:‘ﬁarﬂ,i'l.a,

famiile
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teldte(ske (M te(F te[sle )
d donc il y ales ensembles Fed; Faclylel GITLE
YrFieto(ske (7)) i=1,2.
Ayarien vue |'melusion F UF22fy el ¥ UF, SFs nous deduisens que.
l'ensemble FiUFy appadient du fillre fan ds
e FEIE_[:.% 3 ifeli Sj;q (7 })) nous deduisens qu'i) exisle 'ensemble Fyed)

te! gue Y mFy E‘E[Eff (7 “J) ¢l par consequenLil y a 'ensemble 5, EEE;F{E ) ayer? la
propriele.:
YoFinSiese()
De ¥ E‘[E(ﬁ;l,]'[ﬂ(sfég {?ﬂ}) y réaulirtqu':‘ | yal'ensemble Fre Jyle! que

YﬁFlElE(sff@J) eldonc il ya 'ensewble Syesha (7, ) ayaril la propreld
Sulyanle.;
Yy mSe sff &) .

Deeta rélalion F, UFRoF, €5, nous dédusons que |'ensemble FUf
appaienl su fittre 5, El&e_ﬂ wF oF s neus oblensons que F LJF;_E?LQ’&-&&QE
Flufaed nde.

Ayanl en vueque QD oY Esif('ﬁ} .zi{:IE.Q Esjfﬁ;] neous deduisons Gue-
la reldtion § US; o5 e 5;&: (F)) wilmine gue Sy E}_E&‘.i_f. (). Tenarl.comple
que 5 Lﬁﬂ%ﬁﬂjf (%) neus déduisons que S U Slesjg ), cled.a-dire

S uﬂiesia *) r‘\S‘ig{?_i_}.
Parailleurs nous avens |'dgalilé.
Yo FruF (S usy)= Yo FEasS)ulohnS)u

. Y FanS)) u (Y FamSy).
el.uhlisanl les nelalions

A= (YO FiaSiu(Yn FnSu¥afkns)iu (YnFn%).
F= FqLJF,:_
S';E| J E_I_
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noua dédusons gue ADY, ~ Hﬁ%ﬁﬁi@{_ﬁ Yoz qui enlrsne que Ae E{ia (£1). Avssi

ASYMFanSe 5}(}}_} erlisine ﬁesgf (g Jel par consequen l'engemble A
El_:r]'.ﬁafﬂ eviLa lafamille :

(7)) nsle ().

A Vade desnslalions precedendes nous oblemons les relalions suwariles -

Fefind: Sesta(%) nglp @)
el uhhsanl la pre pn“:ifrml.E oRn icﬂul ér:r;!'E::

Ssrsi%[ﬂ ny).
Dans cefte maniere neus 3Vons demondre que |'engeneole (Y FlnS= A
sprodienta b Gmille sho(F;) n5Lo(T) el donc nous avoms:

Yofel(she@0 sl @)
o'eqadire I'eviemble ¥ apparienla lafamilk
ted NI, Te(ske(F ~n))).
Four I'inclusien de. sens corlraire Seil
Yete( Ny te(she@ N T))).
Dans ce_cas par | uti] st on de la pmpnsHinnﬂ.E ou pa'ulérﬁre '_

VTt o Fate(she @) ()

eldonc il yal'ensemhie Fefin 1) gue }’HFEIE{S%[E jr-,st [3'1)).
Parconsequenlil y al'ensemble T, tel que:

mi—"dﬂ(sjgﬁ )Ig S;fg {ﬁ}j Ele{sff{?f )

Cest-ddire lensemble Y appartienala famille 1[5 ;tE(sff_f (% jfﬁ

Aussi il y a llensemble Fefy que:
YoFete(she@) nsly (1) < le(sho (3, )

el doncnous avons : Y €1, (3‘_1 e isff [E;_;ID
De celle waniére nous avons déwnhiréq na }’apparﬂmlé [famille;

.
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et @) (% e (B
7l b pmpnﬁ'rf ton.esl. demorilree.

1.7 Proposilion, Seild e fiedl (1= 1,2, yEtF(E_E?@}ﬁai(ﬁ))
el Q un sous-ensemble de 7] gue Q2. ﬂ]ﬂfﬂQtﬁ[Uﬂﬂﬁmcﬂ&e la famille.

telsh (%) s%(%)

D&ma ustralion.. Soil Quun sous-ewsemblede Oftel que Q=Y el
Ve (f}ﬁsl[?ij) Dans cecasily allengenble.
¢ )0 () W Y F e D h(E) 0

Q{}T::'YHF-‘—‘_E[' (jl'1 ) |[:L = 1]"1.:? Ol C.-r_:rnc] IJI. quE qrﬁ Fﬁ.ﬁf;,jlirjll_) (t_— '!I IE.:I}
Clest-a-dire nous avons:

QNFe Sh::f [ﬂ)ﬁ?ﬁ (#2)
el donc QE'[&( [?)ﬁ Sﬁ' EDE{, la dewondlelion de la prepoesiion est
achevee

2.2 Preposition, Soild;, J; deux elemenlsarkilrairesded 6l )  des
dlémesils qui anparbennenl ala famille &2 Alors legsliie

el e (s ()] o e e (02))) = Lel 092 Lelsle(B) (55 (%))

allen.
i ' I q
Demonstration.  Av debulnovs demonlrons 'mclusion survante:

8 te(sSliNnte(sto )= sk @) N (s8(5)
Dans ce bul,se [ensembde Z qui appadlienld la famille:
(sl ()2 (7))
el dowe nous dedusous oull exsle |eugemble P :,—‘:Ef;f Gﬂlj e que
2 Peslhy(#) ede Z e (s5(5)) ilyatensemble R € 550(% ) tel que
ZnResh(F ).



105

Novssppellerone S=PUR .
Tenanlcomple de Vegalite ZnS=(Z~P))(2rR) el de lareldhion:

ZnSoZnPe S-Elf(lﬁ) vious oblenens 7 SES&( 1.) _

O & aussl E*:S;EHRES‘EE;@E_} nous deduison oue l'ensemble ZAS
apparlienl & la {famille S.EE [JEL :| el dowc lensenble ZAS est un dlémenl ole
sho(F ) sSo(FL).

Pe S= Pesis(d)) il sulle que leusemble. § appartient 3 la fawmille;

Sf:f{f;:l el puisque. S RES&{&J on dedutt que neus arens § est (7. ) o
done S e E'Lf [3'!;1,,-»1 grgf {3“1:} el par mnﬁiqueﬁl 3l yooa  Pensew ble.
Seshy(F)nsh (F) & que Jemsemble Z7S esl un dlemenl  de

5} {Trj A gﬁf [j‘l“} el denc nowus avons 7, ELE(EEE(EQHSE?(;?‘}')) el par suile,
netre inclusion ost démovilree
Seit ¥ un ensenble qui apparfienl a la famille;

tel(Fste(sel® ) el telsh( %))
De ¥ ete(;f:[ }tﬂ(ﬁ*ﬂe(?,])) novs deduisons qu'ity a lesenllle F ey,
=i que ¥ R E’Lel(sf_g{ﬂ” él de ¥ E’{E(}i?ie(sff(ﬂﬂ}) i) resulte au'il y 5

V'ewsemble Fredy tel que Y M F, Ete{sif:{f i})r
Mews sppellerons F=Fy U Fyetayanlen vye les relations:

@  YaF2YnF et(d(#))
(10) YNF=YNR etE(sﬂsg[ﬁl])
el.de laprogosibion 7 neus oblenoms:
(1) Y F ete(sho(d)
(2) YA F E*Le(sgf (%))
el tewlaril comple. de (8) nous avons Ja relalion:
¥ Felsh ()N (sbe(R) =

(13) cte(sho(# ))ﬁiﬂ(ggg(gg)
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Tenanl comple que Fe 7y n I3 nous deduisons gue Y appalient a }afamille:

Le(fi 0T e (STl N stel))
el done 'mclusion:
el te(se@ ) te[f o)) <

14)
( cte(f T te(she(H) st (5))

aley.
Peur demovtrer I'melusion de sens covraire, soil un ewcemble qui

sprarie 3 Ja Bmile 1o(F N (s @;)mfﬁ(g'lj))- Dans ce ez iy a
Pensemble Fe Jym Folel que l'ensemble Y M F apparlient 8 la famille.
te(she(d ) ske(R)
|\l esl fecile de demertirer'inclusion:
09 telslel)nsbolh)) stelshe ()M e[t ()
o conduit 4 | relabion:
(1) YN F 511[53;9 (7, )) ﬁu%(ﬁﬂg @' i):]
ef par conséguent 1l y aFe Iy el que Y ﬁFEtt(sf_fg? }) tife F tel que
Yo F ET’&(EEIE (;Ti}) él dewc noys avons:
07 Y elefteskel(H))tearte ()
¢l par Sutte nudre propositien esloémovilrée.
2.9 Pegposition.Si xe @t un élewment arbitraire, alors nous avens:
te(0, sl () = sheX)
quelgque soil fedl |
Démonstration. Soit ¥ €te([x],she([x])). Dans ce cas il y e

lensemble A € [X]tel que Vengemble ¥ ~ A apparlient & la Bmille sko([X]) e
dgme nousavons x€ A rl{ACY).
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D' sutre. Pt nous avens x-r:ﬂﬁﬁ‘b’jh;ﬁ{ﬁ'_} el parcomn Ellqutuhi

(e (D)= sH (X))
aui acheve la dewondrat ou de celle. DeoposHion. .

210 Proposttion. Quel quam]txec‘%’mus.amus:

(B (7)) - ()

Démonstralion. On peul ecrire;
(o kel7)-1(63, Y ) -

= U 103 eLe(liD)- Usle0)=se (<)
e uhileatl fes propostions 2 3629,

.44 Prﬂpﬂsﬁ:‘mn- Si xeF el fer2 sol, des Slewenls arbitraires
Alers ana Végalite sujvanie:

te( () =sE (<))
Démonstration. L'mclugion 53([:{})5: tg(ss{;_([ﬁ.ﬂ) dlanl evidenle.
il rede a.demortrer Pnclusion de sens contraire. Dans ce b, soil Y E’Lt(sfl{[ﬂ))

el donc il y a Veuzmble Pesh([x]) t que YPesh([X]) ef por siife
YrPeld el LYAPELK]. De YnPefx] neus deduisons que Ye[x] €l en fenant
cowle gue fe$2 neus dédusons que f(Y NP=Y) P[] eldawe f{Y)efX].

Par coneoquenl Y&[x] e {{Y)e€[x], c'est. ddie E%__QG}.DJ qtil
de movlre nglre proposition.

2.12 Proposition. Si le filtre [x], ob xed a la proprété (97), slors Ja
fanulle z(]x] £2) et un filkre sur .

Démonstrati on. Tenanl comple de la defivition dela famille 2([x] Q),
cd Q={f |, {€2), nousavons: .

(18) Zx], 7= ’LE( Ex];u(&y{[ﬂ))) :‘{f"lﬁ L{%ﬁg’(&ﬁﬂ)
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dagwnlenvue la propostion 2.2 on pesl écnre|'épal ite (18) sous la forme.-

1) 23D =1( 6, L t{eh )
Par I'ulilisalion de.la propegtion 2 3 nous oblenons:
(20) «(13.2)= U te[05e( ()

gui, & lade de la proposition 2.41, on peult'ecrire sous la fbrme
@) 2039 = Ut(eh(10)

el de la proposition 2.9 nous avons | éalite
(22 A} Q)= Use([x))
feq.

Cect-a.die nous avons 1‘éga!ité survate;

(43) Z(E-“'] L) = £l ([EI:D
MNous allons demoritrer que V'ensewldle \ide. w'appartien] pas A la Gmille

2[R,
En effel st D ez{x],LL)= Usﬁ (Tx]:l nous deduisons que Vélement
fen

B, existe te) que £ appartient & la famille 6 ([X]), c'es-Adire O & ()
aprerbennenia [, aue estune contradiclion el done & ¢ Z([x], D).
Soit ¥y el Y deux ensewdesou apparbennerl  \a famille Z([x], ).

Delareldion:
Yy e 2(IK],) = sﬂffx]) = ;U 5§ (1<])
<0,

novs déduisons qu' existe gesy, tel que ¥y [x]el g(¥1)efA]. Mais ¥, z{[’gjjﬂ el
donc ily a he, tel que Yae [] el h(¥z)elx]. Le filtre [x) ayant fa propridte ()
nous déduisors qul exrsle el Tel QUE NOUS aVONS

24)  w(Y)=2eY),a(Y)=2hY), Yelk)

En fin nous avens Yye [id, g(Yy)am(V) ce qui provve que Y € [X] et
a(¥y)el). _

De rmigme nous avons Ya€ (%], e(Yz)ew(Ya) ce qu demorilfe que
Y€ [, €l ao(Ys) efx]. | |

Entenarl comple de cew-cr on peLilecrire:
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(25)  w¥yn Yo=w) (Y s K]
1 1 : = -
_ Zi: E:;i;fﬂ que )€ [%), ¥a€ [x] nous dédursens gue Y0 Yo [7), c'esla-

@) Y'Y, ess(x) E}Eﬂfﬂ ()= 200Q)

On va menrlenanl démonlrer que s Y ez([A dal. M
avons la relaion corvanle: Me 2(T] Q). : oy Sy REHals
Du fait que Ye z[x],52) neus déduicons quiil eviste un ldment gell, tel

que. EE}L([RB] c'est-d-dire les encembles Y el YD) appartiennent 4 0. De la

relation ME'&'E‘E&] fous avos .::!H_P_ MEEH] &t de 1|1"F1C-IU5‘C|EL Vi %
o Y)efx] il Sensuil que o(M)efK] ef donc ncus avons on. g(M) 28(Y) et

@ Meg(De Usb)= 201,
ce.qui demenre ngtre pro positi en.

213  Proposition.  Soit & un ensemble donné el xeF un
élémeril aueleonquetel que le fittre [x] 2 1a propritté (&), Alers Papphication ©

& Hx) = s&ﬁi}} eslune semi-lopolegle..

Démonstration. Dela proposition2 12 il résulle que s§([x]) e
En tenantmmp'lﬁ:que noLS avons:

Klesi (X)) xe&

o8 i SH-» A eel application iderihique, neus dilenons que |'nclusion:
b= sd (D= UshED)= (D=0
<iL
a lien, ¢'est-3-dire T est une semi-topolegie el la proposition est demonirée..
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