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SUR L'APPROXIMATION D'UNE CLASSE DE FONCTIONS
par loan PFIENARL

1. 8i 7T = [-1,1] on définic 1'opérateur differentiel
T . ¢TI} —> C{I} par légalilLé
(Ted (x} - (x* - L)f"(x) + xFf'(x) + €£(x]), xel . (1)
DEFINITION: Une fonction £ 1+ I —-»> H appartien de classe %5[11

sl bk meulament sl [E'ﬂmlfl] el Tysd sur 1.
Pour justifier 1'introductlion de cette colasse de factlon:

—= C[1l) wu

conzsiderans 1'eperatbteur diferenciel U-"s-:..fr‘ plthrry
:;%ﬁi1rxj = (xt 11f"(x] + o - B ¢+ xla + 0 + 2)1]E7(x] +

+ fo o+ o+ Faflx],
g, B é&lLant Jdes nombres réeles. D'une part
(2 . E) (x}=-{1-%) F¥{x) et (2}
(D1 _a1 L) {x)={(TL) (x}, xel
2" B

mais pour a > -1, B = -1 cet opérateur intervient dans la théorie det
polynémes orthegonals relativewmenbt au poeids
(1 - x0% 1+ 0P , xel=i-1,1).

Flus exacboment, =i nj*ﬂb, e B, e 1Yy a LE€R polynfimes de
Jacabi [vair [5]) normalisés par la condition p!Tal (1) = L1, alars
ralles - ¢l sont les propres fonctions de 1°'opérateur uﬂ#' hinsi

[a, b DRI O P . Y B 3
TR Lk AL Voot Ll vl IR [3)

gl

AweMlop(nip+p+l) +u+p+2

Hous rappelons que

L.
Ry {x) =1 {x) =cosn{arccosx}

kil
Bl

et ainsi
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TJ.R="1.!"'I.|-' jnk—.K2+l,krrﬂ,1, R id]

51 D axigte et Dppf 5 0 sur 1 alors on dira gue £ est une
o ol

fonction (o, B) - convexe. Nous constatons gue le grand nombre de
fonetions {-1/2, ~1/2) - cenvexes , coincide a la classe §iI), mais
la lieson énbtre des fonctions (-1,-1} - copnvexes et celles ConveXes

au sens usuel &tant fourni par (2). Pour ¢ = -1, 0 = -1, 1'ensambles

des fonctiong {o, 0] - convexe n'est pas vide; =i
] £ {t) =1, £, (£) =2 IRl o 3
A : 2 (e+f+2) w2

_1.% o k 1
f:'[t:' T 2+§ { n+l 1) k='+1 T_k'[ip}
Filtimak et B EH,  AlbEE

2 2(an?+1)
(D, pla) (x)=={a+rf+2)} <0
(D pfy) (x)=-1(1-x) <0,

1-T,,q (X} s
2{n+1) {1-x) "

(T£,) (x) =

(Tf,) (x)=—13{x) <0, avec x e I

Le but de eeat article est de démontrer gu’a pour chagque fonction
f gui appartien de [t} il existe une scuite de polyndmes {pP,') ainsi
gue
a). dégé [F,'] = ny
b}. pour chaque n, n = 1,2,..., le polyndéme P,f appartien de
clasze %;’[Lilr
ey, lim § E - H.fl-u,-

—=n
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d}-lf{x:l _P:{lejcml:f:'i-r-] "+""'j:2'}|; J]=1j2il+l|l?]] .H"EI, ﬂ'}'ﬂ'
s

La demonstration est constructif par la mise en £vindece des der
gpérateurs f-P,', n = 1,2,... A la fin on trouve 1'order de saturatio:
et la c¢laese Favard correspondant & ceg opérateurs dfaproximation.

2. B 1la sulite on utilisera la notatilon

W{E)=—=

= te I;
1-t

LS =

L'éspace linéaire des fonctions mesurables sur I gqui
varifie

Il %0, o©u lip<= et

L™

1
i1,= ([ 1£¢er 2 wie) dt)
-1

¥ est un das &spaces L)Y ou C (L}
1
{f,g?=_j-firigirldt:
-1

1

a
G, = - == =T T
K TI}.EQ n'

-

. ¥, X & I, est l’'opérateur de translation défini par

begl) (£) =2 [£0xt + YTVI=ED) + £0xt - JT01-0D)]
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1

(£+g) (x) = [ (%, £) (e} glE) wlE) dE

b |

répresent le produit de conévolution des fonctions £, g € L,i,
([11 = [2]%.
LEMMA 1. ([1]) a) 5i Ty(x) = cos ki{arccos x), alors

(BTl () = Tylx)Tx(t):

bb). Pour £,g9 € L; oo a g € LJ et I*g = g*E, c'est &
dire 1'opérateur de translation est autcadjeint au sens gque <"f, g>
= «<=f mg>, n'importe guel serait x € I

LEMHA 2. Solt T 1l opérateur différentiel définl par (1) et

f.g ¢ C'*''{I). Alors

<TE,g> = <f ,Tg>. 5]
Demonstration: On observe gue
(TE) (&) m—y1-t r,-ﬁa*ifE [VI-E3£ (L) 1+£(¢L)
et
1
CTF, gr= -I%[u’l—tzf"{ﬂ]g{tjdt + CE. gr=LE, T
-1
Tenant compte de (4), 1l 'opérateuar T peut eEtre £largi sur

l'espace X de la fagon suivante: si f £ X posséde le developpement an

sé¢rin de polvndmes Cebisev.

f~g: W, {F, T T,
=0

alers, par définition 1'image de £ par T admet le developpement

TL =Y, (k1) 0y <L, T2 T,
=1y
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AU eas o0 on accepte cette définition pour 1 notons par D(T) 1+«
domaine de cet opérateur. Une caracterisation de DT} peut &tre
trouvée par 1'intarmediaire d°un résultat &tabli par H. Bavinck ([2]
le théoréme 7.1.1.} Le fait gue Tesgt un opérateur différencia.
d‘order deux nous suggére l°'introduction 4 un opérateur de dérivatior
fractionniire d'ordre s{==0) [}, par

q__.,TL=f£*’J“1"1'h, K= 0,1, «u..,

et pour fcX

-
%f**% (k*+1) 2@, <F, T> T,

Une fonction du domaine de 1 opérateur D, apartien de classe EH“"-
{I)] 51 at seulement si D, =0 sur I. On constante Jue.
T = Dy et T' = Dy, k=28 e

3. Sopit la suite, dfopérateurs linégaires et pogitifs

JCcf{I}y = MmO, n=1,2 ... , II, etant 1'éspace linéaire des polyndme
de dégré = n, avec des coefficients réels, définis pér 1*agalité

dnf't’;*‘f.

(a1l ﬁe S et

(&)

Cancernant ces opérateurs on a montré ([3], le théoréme 1.3) gu

gl feC(I),
1] = max|fix) |, w{f,8)= max |f(x)-£(L)],
=i | h#

L-x|%
[
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alors
|£(x) = (T E) (x) |2 oy (£:8,(x)), 20y ™\
ﬁﬂ[x} =—"""Ill_ + i r
1 n*
i 4 T
If ":rrr!‘-l;r—g':l:l {f: ?1+;= :IJ' cz:"n'l' j
e (&)

(7,£) (x) egon

En utilisant le lema 1 on résulte gqui si

"
Pn= Y. w5, Tyl
K=n

alors

(T,0) (x) =Y @ doz. T AL, T, ()
el

LEMMENS . 51 ti,=ig;, Tjalors

o+
i a8 R:? —CGE—%E‘QB—{%
t;nu ! Eﬂ_k+1} oOs -IE -} ﬂ - I = —
n+a n sin®—-

n+2

Démonstration.

{7)
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Neotons r =cCoS

parce gue
n+2

R T |
P2m{30) = {mllﬁﬂt a2 4

Ta{r,) Top (X} +Y Tplr,) T (x)
=1

& -1
+E Ty {IHJ T_‘.l (1) I-Thj {x) +15 4 L‘:.:']J' al
J=a i=1
2 Anr+3 =
P2ne () =“;{3m+3]'n:l . 2 . +§ (14T 50y (p) T g 0, (XD +
m i-1

23 ?j (Tpogor () + Ty (20} ] [Ty pur () =Ty o (200 1)
=1 =0 . :

Tyl £y} L5 They (Tnd

Tl )+
& (n+2) (1-rk)

resulteque ;. T,)- ”_i;]

It

i

ce gui colneide ¥ 1'expression de g,
FPar conséquence 1l'image d'une fonction £ par 1 opérateur Jy a 1.

reprasantation.

T =Y o tpff, T} T, 1o
k=l

ou t'y, sont précisés dans le lemme 3.
THEOREME 1 Solt £ une fonction d'une classe '[E,'.lI,'r. 11 ¥y a un
snite de polyndmes (J,£), J,f ¢ I, , telle gue:
i) pour chague n le polyndme J, I & rEI:I]-;
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1
ﬂ+§J

tf[x}—tJ.,fo}'|'[4::‘1w(£;—"'1;;ﬁ+$ n=1,2,...

ii) |1 £-T £0C, @ { £;

o

LY

Demonskbration. On considéere la suite de polyndme définie er

[B). De [4) et {8}

L] a1

(17, E) (x) =Y et A, 7T, (x) =p wybpdE, T T ix) .
k=i =il

Parce que T est autevadjoint on a <f, T T,>» = <TE, T,=, v 'ast

tdire

(TT,E) (%) =) @, ty{Ty, T (X)) ou
E=0

T.F,feo.J T, EY

51 T"f = =sur 1 alors la positivé de 1l oppérateur J, impligu
1'ineqgalite TJ,f = 0, TJ, £ € C"' [I) cve gue démontre la premier:
lL'affirmation.,

Toute fonction de classe C{I} appartlent a la classe Cli1) e‘amt
que les inégalités (T) sont verifiécs et la démonstration ezl
compléte,

a., La réprasepntation [(B) permet la découverte de la classa d«
gaturation F{X,J,} de la sulte 4 opérateurs (J,) définis sur 1 espacs
i.

Spit [w,}) une suite de pombres positifs aves lim w, = 0. 31
.— 2

II=EIEJ{; 157 fl=0lw,) ., :]-wj}

et l'ensemble
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Flx,J,) =lfex; |£-J,fly=0(w,) , n-ed

contient au meins un élément £, gul n' appartient pas a X;, alors (W,
et 1'ordre de =zaturation de la suite (JF;} et F{X,J,} est appelé:
classe de saturation ou classe Favard de la suite d’opérateurs. Ls
podule de continuité (au sens de CEBISEV) attaché & une fonction £ ds

1'eapace § s& définit par

W' {X;F;0)= sap . I-T|,

1-8ahEl
bz

A cet module de Continuité on attache la classe LIPSCHITEZ ([2],
[41)

Li X, v)=lfex;3cr 0, 0T (X; £;8) scl? avec ye(o, 3] |

THEQOREME _ 2.

Sl TaXX, A XeBivisoi

Sont des operateurs définis en (6) alors la suite (J,] est

saturée aveo 1l ordr= w, = 1/n* &t la classe de saluration est
l'Ff

]-.1{Hr'\j-1] o L'r' [}[fz:l-
Demonstration
1-t! =2gip? % __
e, 1ok i S (n+a)
1-fgn_4({n+l) . 2 ™
# = cos
1_'t_':n ﬂ*z E{H"‘Ej
E
7= Lam 4,
et alnsi ‘54-??} T e

=+
mwes  {- Lin
En utilisant les théorémes 1.5 si 2.3 de [3] (o= = = 1/2), on

résulte que (I,) est sature par l'erdre (w,), avec

, Wy = 1/n° at glE
F(X,J.,) = L",(X,2).
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