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EINIGE VERALLGEMEINERUNGEN DES VERBANDSBEGRIFFES

Grratiela LASLO

Seit den jahren 'S0, werden einige algebraische Strukturen definiert, die mit Verbiinden
ahnlich sind, die aber die Kommutativgesirze fiir die Operation » und » micht erfiillen.

Die ersien solchen Strukturen werden von P Jordan ([2]) in Hinblick aul” Anwendungen
in der theoretischen Physik studiert. So, cin Schiefverband ist eine algebraische Strukiur
(L, ~,w) mit bindren, emdeutigen, vollstindigen Operationen,  » und v, die fur je zwer
a, b =L, die folgende Axiome erfiillen

asf{avb)=(arblva=a

Machtriglich, hat man auch andere solche algebraische Strukturen studiert, m denen, die
beiden, Operationen, im allgemeinem nicht kommutative aber associative sind, und auch noch
andere Gesitze erfillen konnen. Diese Strukturen werden nichthommutative Verbinde
genanmni,

Bis jetzt, gibt es zahlreiche Arbeiten iiber ihre Struktur, und dber thre Charaktensieruny
durch andere Axiomensysteme, manchmal ausschieBlich mit bindren Relatonen

In dieser Arbeit, werden wir uns aul vier von diesen Strukturen beziehen.

Erst, definieren wir einige Begnife, welche wir im folgenden beniitzen werden:

Wir betrachten dal, alle Operationen die in dieser Arbeit eingreifen, vellstindig und

eindeutisz sind,
Definition 1. Der Traplet (L, ~, ), wo L eine nicht leere Menge ist, und » und + sind

#wel bindre Operationen, das heilit nichtkommutahver Verband, wenn, fir je drei a,b, c el

die folgende Axiome gellen:
[anb)ac=anibnre)
(%) |[(avb)vec=awvibvc)
@ [ev s

lavianb)=a
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Wenn (L, ~, ) ist cin nichtkommutativer Verband, definieren wir acht bindre Relahonen

in L., auf diese Weise

apb<ranb=a apsb<ravb=a
apberbra=Db apsbe=bwva=>b
apsh<rbra=a apsberbva=a
apgbeanb=>b apghe<=avb=b, abeL

Weil p,=p;.p3=pi.ps=p; und pg=p7 . es wire geniigend , um den
Zusammenhang zwischen p|.py, ps und py 20 studieren.

Definition 2. Dic algebraische Struktur (L, ~, ), wo L ist eine nicht leere Menge »
und + zwei bindre Operationen in L sind, heift reguliren Quasiverband von Typ (1, 1), (links -
links), wenn die zwei Operationen sind associative, idempotente unf fir je a, b =1L gibi:

1'a. anbaa-aab
13b. awvbwva=avh
2) arb=bebva=2a

Wenn man 1a) durch asbsa=bra und 2) durch asb=b < bra=b ersetzt
erhilt man die Definition des reguliiren Quasiverbands von Typ (r. 1), (rechts - links). Wenn
man diese Vednderungen fir """ {1b und 2) macht, erhilt man die Definition des regilaren
Quasiverbands von Typ (1, r), (links - rechts) und wenn man die betreffende Veranderungen tir
dic beiden Operationen macht, erhilt man die Definition des regularen Quasinerbands von Typ
(r, r), (rechts - rechis).

[Mese algebraischen Strukturen, hat man ersten Mal in |2] emngefiihrt.

Bemerkung. Die Axiomensysteme, welche die reguliren Quasiverbinde von Typ (1, 1}
und die regularen Quasiverbinde von Typ (r, 1) definieren sind sclbstduale, wihrend die
Axiomensysteme welche die reguliren Quasiverbénde von Typ (L, r) und die reguliren
(Quasiverbande von Typ (r, 1) definieren sind zuenander dual.

Wie geben unten ein Beispiel filr einen reguliren Ouasiverband von Tvp (1, 1)

Ala b ¢ d v+ la d ¢ d
ala a a a ala b a b
bla b a b bBlb b b b
elec & & ¢ cjec d ¢ d
d]lc d d dld d d d

In [4] hat man den folgender Satz bewesen.
(1.1) Es sei (L,~.w) eine algebraische Struktur mit zwer bindren associativen
Oiperationen.

Folgende Aussagen sind aquivalent:
1} (L, ~, v} ist eine regulare Quasiverbande von Tvp (11}

2) Fiir je zwei a. b eL..



157

.. [asfavb)=(avb)ra=a
(B') ‘!.av{anh}zfaﬁh]wa—a

Die analogische Ergebnisse fiir den Typ (L r), (r, 1). {r, v} kann man durch Veranderung
der Ordnung, der Durchfiihrung des Operanons v fur Tvp (1, rh durch Verinderung der
Ordnung, der Durchfihrung des Operarions ~ fir Typ (r, 1), und durch Verinderung der
Ordnung, der Durchfiihrung der beiden Operanonen fiir Typ (r, 1) erhalten.

Das gesitz (1.1) zeigt uns, dal die regularen Qasivarbende sich auf dasselbe
Algemeinerungsniveau wie die nonkommutative Verbande befinden von Typ Jordan, auch
Schiefverbande genannt, oder wie die noncommutative Verbande von Typ HI ([1]). Fir die
nonkommutative Verbiinde von Typ IV, V und VI, die finden sich néher an die gewdhnlichen
Vehédnde, gibt es Characterisierungen in der Sprache der indren Relationen ([ 1]).

In dem folgenden, werden wir ¢ine teilweise Charactenisierung mit Hilfe der bindre
Relationen zeigen, auch fiir die regulire Quasiverbiinde

(1.2) Im jedem reguliren Quasiverband vonTyp (L 1) (L, v}, gelten folgende
Aussagen:

1} py= Fl‘uII

2} py §iopg sind Ordnungsrelationen in L.

3) 8 ps sind Quasiordnungsrelationen i L.

4) py=>p[ § ps=>ps-

$) pgMpy=Agund pyNps' =AL.

Beweis

1) Fiir je zwei Elemente a, b L

apsb—rasb=b=bva-(arb)va-a—= bpga Jups'lh.
Reziprok
npﬁ' b=bwva—-a—anb=(bva)rb=apb.

) Die Reflexivitat des py ist trivial dank der ldempotenz.

Transitivitit apsb, bpic= apyc folgtso:

anc—as{brc)=(asb)rc=bac—c,undso apyc.

Die Antisymmetrie apgb und bpya =a="b folgtso:

asb=b und baa=a implziet baa=(a~rb)ra=anb=b, undso a= b

Weil pg = py . folgt daB, auch pg st Ordenungsrellation,

3) Die Reflexivitit der Relationen p; und p. ist selbstverstandlich.

Die Transitivitdt apb, bpe = apc folgt so:

arc={anb)rc=an(brci=arb=a, und so apic. Durch emnen dualen Urteil
erhilt man die Transitivitat der ps,

4) Wenn fiir die Elemente a, b L gibt apsb. denn bra={an byra=an~b=—h, das
heilt bpja, und so ap, 'b. Auch ap,b—>avb-avi{asb)=a,undso apsb W

S)Firje a,bcl. apgb=asb=b und apjb=>arb=a Folgtdal a—b.
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Auch, apsgh=bva=a und El!"l_-.’,_Jb:.‘r bwa=b Folgtdal a=b.

Wir definieren jetzt (im Anlehnung mit M.D. Gerhardts fiir Schiefverbande in [3]), die
Begriffe "Infimum" und "Supremum” eines Paars (a,b) L., so!

- Bl IP'I b
1 =1nfia, b}ﬂ{ami’ s 'mb=i"pji Vi'el

(1)

: spsa und spsb
g% :*.up{a._b}-ﬂ-h{ s'pga und 5'psb—>s'pss, Vs el

Man kann bemerken, dal in einen regulren Quasiverband, fir je zwer Elemente
a,bel, mifa b} =@ und supfa, b} # & weil anb=infia blund a+vb esupfa, b
Im folgende, werden wir p, , dic zu (L, ~, ) begleitete Ordnungsrelation, und py, ps
die zu (L.~ ,+) begleiteten Quasiordnungsrelationen
Lemma (1.3} Fs sei (L,p,,p,ps) en algebraiches System, wo L emme micht leere
Menge ist und  p., py, ps bindre Relationen in L sind,
Wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind
i) pa ist eine reflexive und antisymetrische Relation in L, py, ps sind reflexive
Relationen in L
) p;= pfl und py = ps.
i) pyNpy = A, palps = Ap.
iv) Fur jede Elemente a, b cL, infia, b} =&, supfa, b} < &2,
denn in die in folgender Weise, auf L definerte Operationen:
a wenn bpga odera cinfia, b}

a~n"b=4b wenn apyb,
i . wo i ein irgendein Element aus infla, b} ist, in die anderen Fallen.

(2}
a wenn apyb oder a =supfa, bj,
av'h=+<b wenn bpya,
s wo s ein irgendein Element aus supia, bjist, in die anderen Fallen.

erfiillen die Axiomen (B").

Beweis. lm allen Féllen, in der Definition des »’ gilt apy(a ~'b), und im allen Fillen,
in der Definition des +* milt (a~'b)pya. Denn, fiir je zwei a, b =L, aus der Definition des
A", und aus (av'b)pya , folgt a~’(av'b)=a, und aus der Definition des +" und aus
ap;(a~"b) folgt av"(an"b)=a.

Dann, auch aus der Definitions des ~" und aus {a+"b)pya folgt (av'b)r"a—a und
aus der Definition des " und aus apgia~'b)folgt (a~"b)v'a=a, fir jede a, bl W

Wenn wir betrachten dal (L, pg, py, ps) 15t aus einem reguliren Quasiverband, von Tyvp
il, I} erhalten, (nimlich py ist die begleitete Ordungrelation und py, ps sind dic begleteten
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’

Ouasiordnungsrelationen fur (L, ~, v}, denn die Zusammenenhangen zwischen ~ und ',

respektive v und " sind:

anbip Np; as'b

avb(psNpslav'h,

In der algebraischen Struktur aus der SchiuBfolgerung des (1.3} kimnen die Crperationen
~" und ' micht associative sein, so daf (L,~'v') im algememem keine regularer
(Ouasrverband ist.

Im jedwelcher algebraischen Struktur (1.~} welche die Asiomen (B') erfiillt, 15t die
unten definiente Relation £ reflexiv und symmetrisch: fir je zwel a. b =L

arhesJx. v, zel so dab mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt sein
kann:

Jxa{ya'z)=a und (xA'y)a"z2=Dh,

) XA (va'z)=b und (xs'y)n'z=8,

i) xv'{yv'z)=a und (xv'y)vw'z=b,

iv) xv' (v z)=b und (xv'y)w'z=a, fiuralles a,bel.
Es sei 6 eine Kongruenzrelation in (L., ~, ), so daB e 0, und die zwei bindiren Operationen
m L/g:
;a .ra"E— as"h
lav"b=av'b
Offensichlich {L/g, ~". ") ist ein regulire Quasiverband von Typ (1, 1).

(1.4) Es sei (L, p,.p.ps) ein algebraisches System, wo L ist eme nicht leere Menge

(3) va, beliy

2

und py,py.ps bindre Relationen in L sind, welche die Relationen 1) - iv) aus (1.3) erfihlen,
und (L.~’v") ist eine algebraische Struktur deren Operationen sind durch (2) delimert. Wenn
es gibt eine Kongruenzrelation 6 in (L,~"v") . so daB
ec B, pyN0=Ar und psMNO = A,
denn es gibt eine regulare Quasiverband (1.7, A7, vy von Typ (1, 1) und eine Zuordnung
gL —=L", 50 dalb:
apy b <> pla)p] pb),
app b <> pla) piolb),
aps b <> ola) pselb)
wo pj diez (L, A", ") begleitete Ordnungsrelation ist.
Beweis. Durch 1) und ii), die Defimtionen der ~" und der »" sind korrect. Nehmen wir
L= Lig, wo 8 ist die Kongruenzrelation aus der Voraussetzung und ~", w7 die
Operationen definierte durch (3) Denn (L/g, A%, ") st eine regulirer Quasiverband von Typ
(L1 Sei p:L =L/, pla)=3a . Vacl

Fiir je zwei a,bel: apyb=an'b=b=ar’'b=boar"b=beoapjb. Reziprok,
fpjbcsan'b=b=a~'bbb. Essei i=a~'b Denn ipb, aber as’b=i=>ipb Aber
i=a~ hib. Weil 8p; = Ap, folgtdaB i=b . So, a~'b=>b, dasist apy b.
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Wir haben, in dieser Wedse pezeigt, dal fiir je zwe 4, b L

a p',:E = amb,
und so 1st die Behauptung apy b <> pla)pj @b} bewiesen,

Es sei die Elemente a, b =L so dall apb.

apjp=>acinfia, b} >an"b=a= ar'b=aan"b=g—aph
Also apib = apib. Reziprok, es sei zwei Elemente a, b cL so dali apf'b

apjb>asb=E=an bBa.

Fs sei i—a~'bBa. Das implimert adi. Aber aus der Definition des ~". kommt dali
apgl. Durch i) folgt daB appi. Wir bekommen dab a{p &), alse a=1. Es folgt
a~" b =a. Durch der Definition des ~", (filr a = b ), nur zwei Fallen smd moglich:

Iy bpya,

2) a =infia, b},
aber im jedes Fall, folgt dall ap b.

S0, haben wir gezeigt dafi apyb <> ofa)pfolb) .

Analog, kénnen wir pezeigen dall apsb <> qpla)p5oib) B

Wir bemerken noch daB, wenn das algebraische System (L, py.pp.ps) von cinem
regularen Qasiverband von Typ (L, 1), entstammt es erfitllt trivial die Vorasussetzung des Salzes
(1.4), mit A'=p,v'=vund §=0=A4r .

Ordnet man jedem reguliren Quasiverband von Typ (L, I} ein System (L, py.py.ps). wie
im {1.2) #, und weiter, ordnet man diesem System eine regulirer Quasiverband wie in (1.4)
71, 50 bekommt man die Implicationen:

as b=1 , ;
En"E—ill}—:“'J(.L‘lﬂJ?llle und
av b=s =
5:-"E=512J1:’5'““5”f’5 )53

Dann, ordnet man einem System (L, py, Py, Ps) . eine regulirer Cuasiverband von Typ
{L 1) wie in {1.4) #u, und weiter, ordnet man diesem Cuasiverband em algebraisches System
wie in {1.2) zu,50 bekommil man:

ap;b e apib, firjeswerabeLlund i {145}

Also die Relationen p; sind vollstindig bestimmt von pi* und reziprok, wiihrend die
Elemente a ~b und a b sind nur bis eine Aguivalenzrelation ( py r".pl_]  tespektiv pgmps )
bestimmnt,

Im die analogischen Satzen, fir die andere Type von regularer Quasiverbande zu
erhalten. missen wir in (1.2). (1.3) und in {1.4), ps durch pgl, pg durch |:|§1 ersetzen und
den Ordnung der Durchfithrung der Operation » verandern fur Twp (1, r); py durch pf wnd
Py durch p I ersetzen und den Ordnung der Durchfiihrung des Operation » verindern fir die

Typ (r, ), und wir miissen alle diese Veranderungen fiir den Typ (r, r) machen.
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