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TUNE ESQUISSE DES GRAPHES A COMPOSITION
GAGRIELA QLTEARU

Abstract, We present & suramy on the way ol cossteacting nosletch, taking a skelch
of p cnmpesition graphb as exanple and neing the teols of Hketch Theory developed
by Charles Fhresmano.
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1. Imtrodnciion

L esguisaes ont connues depuis Jes travaux d'Chresmann dans les annees G0 et sont
dtudides en détail depuis certe epogue par quelgues, chercheurs,

Les esquisses permettent de décrire & aide de la théorie des catégories les mémes
shrnetuees que la logigue du peemier ordre,

En plus, les eanuisses rendent. possible une description tris concise, souvent finie pour
les structures b plus conrantes, Clest la ralson pour laguelle on essaye d'utiliser les
eaquisses pour conskroir des nouveaux langages e modélisation et application des es
quisses dang UML [ Unified Maodelling Lengrage].

2. Motions de théorie des esquisses

Définition 2.1, Un graphe orientd G eat formé:

e d'un ensemhle (0 G, dit ensemble des olhjels de G

# dhun ensembie FUG, dit ensemble dos et de G

o e dewx applications o et ¢ de FIG vera (05 associant 4 toute Meche son domaine e
respectivement son codamaine, dites applications de sélection des domaines [on soorces)
el respectivement de sélection des codomaines (ou buts) des fiches;

o ot d'une application @ de Of G vers £ G associant & toul olxjet sa fleche identité,
dite application de sélection des identicés;

reg données eant. sourmises sy senl axiome (de position) suivant:
VAEOLG, difdl=A et cifdi=A.
Définition 2.2, Un graphe ¢ compesition G estoun graphe orienté muni:
w "t ehisemble de ronuples de fleches composables
Compl & Cons G = [(n'igye FIG=F1G |- 4ig) = e{g]}
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o d'une application k de Comp  vers FIUO associant b tout couple de Baches compos:
ables g 0 3 = (72, g2 ¢ G2 — Ga sa fléche composée kigs, o) = & =+ Gy quion note
g2 0 4
el gl werihe:

» unitarité: aoi(A;) = o el Az 0a = o pour toute fliche a: Ay = Ay

» positinn:, ¥ige, g1 & Somnp § Kga g =dig ) et elgzon) = ol
Diéfinition 2.3, Une catdgoric C st un graphe b compogition dans lequel:

# |es crsermbles I".:'r.l.'rlil:l et Done O sund II!E,::'II-:":;
et o vérifie:

» associabivitd: {as 2 ag)eng = ag o lazoa.) pour toud triplel de feches {2y, a2, @] tol
que los vouples {ay. ag) et {az, o ) suient eonsdoitife.

Exemple 2.4. (1) La catégorie (v (des graphes orientés) done les objets sunl Jes graphes
prientés et les Haches sont les homomorphismes de graphes ovientés;

composition o les Heches sont les fonelenirs antra awx,

Définition 2.5. Soit B un graphe & compesition. Le cone profeciaf-lype de bese-type 3,
ait simplement le céne B-prigectif-fype, et le graphe & composition O (8] forimé de B,
d'un puint &, d’une Héche pg - " — B pour tout point B'de B, aver bopg = pg pour
toute feche b B — B de B
Te point € est lo sommet-type du cone O, (8] ot 1a Beche pg est s projesiion-type vare
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Diéfnition 2.6. Suient 8 ot O dewx grapbes A compesition, Un eine projectif de base-
tppe B, cu simplement cane B-projectif, dans G esl un fnncteur y Cpl8) —+ 6.

Le fonetenr 1 = y o Ag : B — § eft lo base du cone profectif x; Fimnage: x(0C7] du
aommet-type de Cp(B) est [z sommel de g, 8t les images y (g ) des projections-type de
OB sont les projeclions de .

Définition 2.7, Une esguiszes projective B esy constitnde pacs

e la donnée dun graphe & eomposition, dit sous-jacent ou support, el noté Supp(E)
on B

e la domnée d'un ensemble CPINsUE) de cines projectils [de bases-types
iventuellement variables), & valeurs dans E, dits distingués dans

Plus gendralement, une esquisse mixte, Le. projective ef inductive, est constitwée par
Ia domnée d'un graphe 4 composition support, 12 donnée d'un ensemble de cines projectifs
distinguéz et, de plos, la donnée d'un ensemble dde chaes nductifs distinguds.
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Remangue. Tout graphe a compusithon § sidentific dvidemment i un edgiiEss projective
triviale, encore notée G, pour laquelle on o done OP L[S = Net G =G

Diéfinition 2.8. Soienl E une esquisse projective er  une catégorie. Un-ooddle de E
wers  estun foncteur tel que Pimage de tout edne projectil distingué de E soil un cone
projectif limive de C.

Définition 2.9. Un komomorphisme de modéles de B overs £ est une transformation
nacnrelle entre les foncteurs sous-jacents,

Définition 2.10. Les modéles dg E-vers O forment les ohjets, o los homomorphismes
entre ces modéles forment les Riches d'une catégorie notée:

Mod(E, &3
et mormmé 1a catégorie des modéles de Vesquisse E.
Remargue. 5iC = Fna, alors Mod{E, Ena) s'uppellela eetégoric des maodiles engcrrblisies
de esagiises E

Les eaquisses projeciives permettent de décrire des calégories comme catégories de
mmoditles:

Diéfinition 2.11. Soient & une catégorie et K une esquisse projective, Alors B esquisse
C 2 ¢ st Byiivalente b la catégorie des modiles ensemblistes deE:

O =~ Mod{E]

3. La construction d'une esquisse des graphes & composition

Wons allons construire nne esquisse des graphes 4 composition oleat-a-dire une es-
quisse dont. Ta catdroric dis mod#les emsemblistes est équivalente  la cardgoeie Comp des
praphes & composibion.

a) Lo eonstruction du grophe orente seus-jocent el les equations:
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i .hly = Ida, kL = e

ph ey = i oyl = Tda,
m.he = h) mhg = h,
kg = Tz, k.h, = Ids,

6 progition des composds:

ik = dphm
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b Cones distmguds: denes céncs prijectifs
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Remargue. Nous svuns [ail les notacions usuelles: S puwe OF; Sy ponz FL Sg pour
Covngr et HY pour Cons

4. Conclusions

Thone, noils avons construit une esguisse d'un graphe & composition §. Alors, 810 est
un ooddle engpmbliste de Pesquisee, on g inlerpréfanion suivante:

A E ) corresponde 3 Vensemble des objets de G

W EL eorresponds & 'eosemble des Oeckes de O

S correspnnde & Nensemble des couples e Maches compoagbles de &5

M55 corresponids A Tensemble des couples de Reches conséeutifz de O

Mk eorresponde i PMapplication de composition particlle des Hackes.

Pour tous A, 2,0 ¢ M{S), tent £€ Mis) de A vers B ol toul p € WS, de U vers
Com o les flaches:
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(Lot
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[I--Ir-“.iru
[LaxiT1]

MEIA) =44

Midiif1=A M= = Db
Mihal (£} = {fiia] Mh)ifl =iig, f)
MIRdGN = (flia) MWL) = G f)
MIRF) = ig MR} = in
Mighlia, fi=g Miph)la. 71 = f
Mighla, f1=H Mimplg, J} =4S
Miggha, =4 Migerg, fr=0C
Miagha: fi=4 Mg Sy =0
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